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Kontakterosion und Grenzstromwerte ruhender Starkstromkontakte 
Von 
ANTON WOLLENEK, Ludvika/Schweden 
Mit 8 Textabbildungen 


(Eingegangen am 30. Januar 1960) 


Ubersicht. Eine VerschweiZung von Kontakten ist fiir die Funktionsfahigkeit eines Schalters, z. B, cines 
Leistungsschalters, und damit fiir die Sicherheit des Betriebes gefahrlich. Abgebrannte Kontakte kénnen ver- 
haltnismaBig einfach ausgebaut werden, unter allen Umstanden entsteht bei Abbrand eine offene Schalt- 
strecke, wodurch die Sicherheit der Anlage unter normalen Verhaltnissen gewahrleistet ist. VerschweiBte Kon- 
takte bedeuten, da der Schalter durch eine durchgehende Leitung ersetzt wurde und daher funktionstechnisch 
ganzlich wegfallt. 

VerschweiBung wird allgemein erwartet, wenn die Beriihrungsflachen zweier Kontakte unter Stromlast 
voneinander abgehoben werden, wie dieses bei prellenden Kontakten vorkommt. VerschweiBung kann aber 
auch bei ruhenden Kontakten eintreffen, wenn die Stromdichte in der Bertthrungsflache stark ansteigt, z. B. 
verursacht durch einen auBerhalb des Schalters eintreffenden KurzschluB. Diese VerschweiBung ruhender 
Kkontakte wird in dieser Arbeit untersucht und zwar werden behandelt: 


Der Mechanismus der Kontaktgabe. 

Ein neues Ikontaktmodell 

Versuchsprogramm und Kriterium fiir die SchweiBneigung 
. Grenzstromkurven 


BRwWN H 


1. Mechanismus der Kontaktgabe 


Da bei SchweiBung von Kontakten starke Erhitzung vorausgesetzt wird, hegt teils ein Pro- 
blem des Stromdurchganges durch die Beriihrungsflache und teils ein Warmeproblem vor. 
Entsprechend der grundlegenden Kontakttheorie [5] ist der Kontaktwiderstand als Sieb- 
widerstand erkannt worden, welcher durch die Kontraktion der Stromlinien in den infinitesi- 
malen Orten des Stromiiberganges und durch Verdraéngung in der Nahe dieser Orte zustande 
kommt. Der Stromdurchgang geschieht nicht durch die ganze elastische oder plastische Ein- 
drucksflache, in welcher die Kontaktkorper einander beriihren, sondern ist auf eine groBe Anzahl 
sehr kleiner Ubergangsstellen verteilt, auch wenn die Kontaktflachen als vollstandig rein ange- 
nommen werden. Diese kleinen leitenden Orte sind ihrerseits nur Teile der tragenden Flachen- 
elemente. 

Da Kontakte immer der Luft ausgesetzt sind, bilden sich schon wahrend der Bearbeitung sehr 
schnell zuerst diinne Haute aus Gas und Wasser und, abhangig von den besonderen Verhaltnissen, 
dickere Schichten aus Oxyden, Sulfiten, Fetten usw. Diese dichten, die metallische Oberflachen 
iiberziehenden Schichten, miissen durchléchert oder zerbrochen werden, wenn ohmsche Leitung 
zustande kommen soll. Dieses geschieht bei sehr diinnen Schichten durch den ,, unneleffekt™ und 
bei etwas dickeren durch ,,fritten“‘, das ist ein Vorgang welcher einem Warmedurchbruch ahnlich 
und abhangig von der an der Beriihrungsstelle auftretenden elektrischen Feldstarke ist. Bei 
Starkstromapparaten ist die elektrische Feldstaérke und der Kontaktdurck stets gentigend grof 
um metallischen Kontakt durch schmale Spalten hindurch zu gewahrleisten. Diese Spalten ent- 
stehen, wenn die Fremdschichten durch die Einwirkung des Kontaktdruckes (Quetscheffekt) 
oder durch Reibung bei Kontaktbewegung aufgerissen und durchléchert werden. 

Um den Widerstand dieser kleinen Stromiibergangsstellen unregelmafiger GroBe und Form 
analytisch beschreiben zu kénnen, wird in der klassischen Kontakttheorie angenommen, dal} 
diese kugelférmig und hohl seien, wobei deren spezifischer Widerstand @ = 0, Warmekapazitat 
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c =o und der Warmeleitungskoeffizient 2 = oo seien (s. Bild1). Mit Hilfe dieses Modelles 
erhalt man die einfache Formel fiir den Kontaktwiderstand einer kugelf6rmigen Stromiibergangs- 
stelle mit dem Diameter 2a@ mit 


oa (1) 


Die zugehGrige Temperaturfunktion 
Ot) [OAs 0, 1 ae) (2) 


wird von R. Horm [6] angegeben und von P. Fink und H. KOrNErR [3] fiir kalte Kontakte experi- 
mentell bewiesen, ist aber fiir eine praktisch-technische Anwendung viel zu kompliziert. H. 
BucuHuo1z hat die Untersuchung auf andere Modelle ausgedehnt und entsprechend [1] gefunden, 
daB bei Annahme einer diinnen ebenen Warmequelle zwischen zwei leitenden Halbraumen, welches 
einem diinnen geschmolzenen Metallfilm zwischen den Kontaktgliedern entspricht, die Erwar- 
mung gegen Unendlich ansteigen kann. Eine derartige Erwarmungsfunktion wurde experimen- 
tell auch an Kontakten und Sicherungen festgestellt, wo nach anfanglicher normaler Erwarmung 
mit einer endlichen Grenztemperatur bei Uberschreiten gewisser Grenzwerte eine Erhitzung ein- 
treten kann, die bei Sicherungen den Abbrand und bei Kontakten die VerschweiBung zur Folge 
hat. 
2. Ein neues Kontaktmodell 


Ein neues Kontaktmodell (Schmelzperlmodell) beschreibt die Verhaltnisse in der Kontakt- 
beriithrungszone, wenn diese durch Erhitzung verandert wird. Hierbei werden die Stromiiber- 
gangsstellen allein als vorhanden angesehen, die unregelmafBige Form wird beibehalten, zur Ver- 
einfachung der Berechnung aber angenommen, da8 diese kleinen Kérper untereinander den 
gleichen Widerstand haben und daB deren Volumen und Oberflache in einem gewissen Verhaltnis 


Kontuktberiihrungszone Modelle fiir die infinitesimalen Orte OrtderErosion in der Beriihrungs- 
des Stromiiberganges fliiche (Herz’sche Eindrucksf'.) 
mehrere Strom- inkaltem in erhitztem 
Ubergangsstellen Zustand Zustand 


Gee [4] © 


R. Holm [5] 


Materialfeinwanderung bei einer sehr 


5 Ren Anzahl von lichtbogen freien 
Stromdurchgang in einzelnen Rissen, St AG nt gro von lit 
Schmelzperlenmodell IF rn Sa Schaltungen mit Gleichstrom 


fleckenfiirmigen Beriihrungsstellen usw. 


© 


Gegenstand diesen Arbeit: 
dunnes Blech Der Ort entstehender 


aufgebrochene jdickere 
Fremdschichten, Verunreinigungen 


__ls analyfische Kontakterosion ist abhtingig 
EE Warmequelle Untersuchung von Strom, Kontaktdruck, 
zwischen der Erhitzung Belastungszeit, Material, bei 
Halbriiumen — fester Korper Belastung mit Gleich-und 
4. Buchholz (1) durch innere Wechselstrom 
5 Warmequellen 
Kontaktstelle mit extremer Form 


Stromfaden 


Bild 1. Uberblick iiber die gedankliche Entwicklung, die zum Schmelzperlmodell fiihrt 
und die Méglichkeit der Beschreibung der Erosion an der Kontaktberiihrungsstelle. 


zueinander stehen. Das umgebende Material (Kontaktmetall) wird insofern als vorhanden ge- 
dacht, als es zur Leitung von Strom und Warme dient. Diese kleinen leistungsverbrauchenden 
Stromiibergangszonen sind parallelgeschaltet und werden wie Sicherungsdrahte belastet. Wird 
ein solches System der Erwarmung durch den Strom I ausgesetzt, so wird 
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Hierbei bedeutet = Zahl der parallelen Stromiibergangsstellen, v = Volumen und 0 = Ober- 
flache einer solchen, R, = der Kontaktwiderstand, # = die Temperatur und ¢ = die Zeit. 

Wenn der Strom durch einen vorher stromlosen Kontakt flieBt, so wird infolge der hohen 
Stromkonzentration in den Ubergangsstellen eine Erweichung nach sehr kurzer Zeit zu einem 
gewissen Formieren des Kontaktes fiihren. Bei weiterem Ansteigen der Temperatur muB mit 
einer weiteren Veranderung des metallischen Zustandes an der Stromiibergangsstelle gerechnet 
werden [11]. Eine Untersuchung der Harte als Funktion der Erhitzung, wobei nicht hartere 
kalte Druckkérper (Brinell) verwendet sondern die weich werdenden Kontaktkérper selbst zu 
Grunde gelegt wurden, ergab, daB8 die Harte im Zustand unmittelbar vor Eintreffen der Ver- 
schweiBung unabhangig vom Druck und bei # > 500°C unabhangig von der Temperatur ist, d. h. 
das eine (nahezu) rein plastische Bettung vorliegt. 


Es ist nun notwendig den Widerstand R, zu definieren, es gibt hierzu folgende Méglichkeiten: 
a) © fir n parallelgeschaltete Widerstande des Holmschen Modells. Eine solche 
2an 


Annahme wiirde einerseits bedeuten, daB der Widerstand der Schmelzperlen gleich dem Ver- 
drangungswiderstand der a a?-Flachen ist, wiirde andererseits aber die Giiltigkeit der Schmelz- 
spannung aufheben. 

b) R, wird als temperaturabhangiger Widerstand R, = /(#), der die Kontaktzone reprasen- 
tiert, angesehen. 


c) R, =k- F* ist eime empirische Funktion, die fiir verschiedene Temperaturwerte vom 
Verfasser untersucht wurden [9, 10, 12]. 


In dieser Arbeit wird von den Méglichkeiten b) und c) Gebrauch gemacht. 


Fir die weiteren Untersuchungen wird zunachst der Fall b) zugrunde gelegt und R, 
= R,, (1 +a) angenommen. Experimentelle Untersuchungen der Widerstands-Druckab- 
hangigkeit R = f(F, #) bei konstantem Kontaktdruck (die hier nicht weiter ausgefiihrt sind) 
zeigen, dafi der Widerstand bei Erhitzungen bis ca 400°C absinkt, dann aber entsprechend R, 
= R,, (4 +a’ #) bis zur Erreichung des Schmelzpunktes ansteigt, wobei allerdings «’ in Ab- 


hangigkeit von der Oxydation zwischen a’ = - = (also normales o fiir Kupfer) und a’ = a 


a 235 600 
[also CA — >) schwankt. 
i) 


Zur Kenntnis der Anzahl » der leitenden Kontaktstellen fiihrt folgende Uberlegung: 


Das Verhaltnis der stromleitenden Flachen zur Kontaktflache A nennen wir f, also wird 


eee (4) 


Als MaB fiir die Tragfahigkeit sei die Harte H angesehen. Wir gehen von der Tatsache aus, 
daB die groBe Anzahl kleiner tragender Stellen es sind, welche der gesamten wirksamen Belastung 
nach erfolgter Deformation das Gleichgewicht halten. Dann ist 


EF 
ay) 5) 
und somit 
F 1 
ae J 6 
t H xa ( ) 


Durch Einsetzen von Gl. (6) in GI. (3) erhalt man 


cv $2.0 0= A aaR,, (1 +09) (7) 


7 


oder, wenn wir die beiden Glieder mit # zusammenfassen und durch c - v dividieren 


H-Ta* 1 


Oo) ‘ 9 5 H 
ee a(1 Dede 2086 Ryo) = I aa Ry, 


c+u 
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ee 


In der Gl. (8) sind die a a?-Flachen, sowie das Volumen und die Oberflache der beliebig ge- 
formten Modellkérper enthalten. Um die Berechnung zu vereinfachen wird nun angenommen die 
Schmelzperlen seien Kugeln und die Radien dieser Kugeln seien gleich groB wie die Radien der 
xt a2-Flichen. Dann laBt sich durch Zusammenfassung von einigen Werten die Gl. (8) ausdrticken 
durch 


dé dg © iqiay a, 
ai + a } (1 —a W) AL. (9) 


Hierbei ist die Temperaturzeitkonstante 


eine hauptsachlich von 2 und a abhangige GrdéBe. 


Wir nennen ferner 
oe! oan ae pe 3 


44C 


(11) 


die Anfangserwarmung des Kontaktes. Diese stellt die anfangliche Temperatursteigerung 
unmittelbar nach dem Einschalten des Stromes dar, denn es ist 


i =A. ve) 
dé /; = sehr klein 


9 = sehr klein 


SchlieBlich nennen wir 


ie (13) 


F 4:0 


Weak 


die Heizstarke des Vorganges. Bei Beriicksichtigung der Kugelform der Modellk6érper wird 


cl 1 
VF fe R ae » 


Der Ausdruck fiir die Heizstarke ist in Gl. (14) unabhangig von der GréBe der Modellkérper. 
Dadurch ist die Verwendung dieses Ausdruckes fiir praktische Auswertung méglich. Weiters 
kann die Heizstarke durch 


W-0c>1 
WA aT (15) 
t angegeben werden. 
as Die Losung der Gl. (9) lautet 
S W —(1—aW) At 
ps y, _— Sree 
S j= 7 W (16) 
le 06 
mi 
wobel 
W 
1—a W 
&— 
Bild 2. Das Schmelzperlmodell teilt das Feld [#, ¢] : 
in zwei Teile ein, ndamlich fiir Wa <1 und fiir die Endtemperatur darstellt. 
Wa>41, die Grenze bildet W=—=1 und dieses 
entspricht dem Zustand, beiwelchem die erzeugte ~ } ] } Ay 
und die abflieBende Warme sich das Gleich- Aus Gl. (17) ist die Heizstar ke 
gewicht halten. « = Temperaturkoeffizient des 
spezifischen Widerstandes. W Wes (18) 
1—@o9- a 


definiert, sie ist eine hauptsaéchlich durch die Enderwarmung des Kontaktmodelles gegebene 
GréBe. Wenn « = 0 (also keine Widerstandserhéhung), dann ist W = &,, es existiert dann 
also eine Grenztemperatur. Gl. (16) teilt entsprechend Bild 2 das Feld [#, ¢] in zwei Teile ein. 
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Wir kénnen nun folgende Méglichkeiten der Temperaturentwicklung ablesen: 


a) W« < 1, die Temperatur strebt einem endlichen Endwert zu, wie es das klassische Modell 
verlangt, SchweiBung kann nicht erwartet werden, weil bei einem Ansteigen der Temperatur auf 
die Schmelztemperatur ein anderer Temperaturverlauf, als er durch W « < 1 beschrieben wird, 
eintrifft. 


b) Wa = 1 entspricht dem Zustand, bei welchem die erzeugte und die abflieBende Warme 
sich das Gleichgewicht halten. Die Temperatur steigt immer weiter an, bis die Kontaktglieder 
in der Zone der Kontaktberiihrung geschmolzen sind. SchweiBung ist méglich. 


c) Bei Wa > 1 wirkt die Widerstandsvermehrung starker als die Abkiihlung, der Exponent 
des Temperaturanstieges wird positiv, so daB die Schmelz- und Verdampfungstemperatur schon 
nach sehr kurzer Zeit erreicht wird. SchweiBung ist wahrscheinlich. 


IPL al ee rs 
r 
| 
| 
Lav 
+ { t— | 
wm [2 | | { 
| ime | 
% Il Uj U; 
N L = 
| | 
+ <= — 
N 
S | 
} = Ae 
—+ Vv + 
S = 
s hess LEE ten 
Schmelzzeit ¢ —» Belastungszeit t —= 
Bild 3. Das Durchbrennen von Sicherungen erfolgt nach einer Bild 4. Die Erhitzung an den Stromiibergangsstellen wird durch 
derartigen Kennlinie. ein dhnliches Gesetz wiedergegeben wie das Abschmelzen (Durch- 
° brennen) von Sicherungen. 


Da sich die Kontaktberiihrungszone wahrend der Erhitzung andert, ist auch (W-a) = f(é) 
eine mit der Zeit veranderliche GréBe. Wir erhalten so eine auf die Beschreibung der Schweib- 
neigung abzielende Kontakttheorie, welche an die Theorie der Sicherungen ankniipft. Die Schmelz- 
zeit der Sicherungen ist wie bekannt abhangig vom Strom entsprechend Bild 3, die Erhitzung der 
Kontakte wird durch analoge Kurven entsprechend Bild 4 (aus Gl. (16) ist W explizit ausge- 
driickt), wobei der EinfluB des Kontaktdruckes zum Ausdruck kommt. 


Der Fall b) ist insofern von Bedeutung, als die empirischen Funktionen Rk, = /(F, 0) auf 
einfache Weise die Beschreibung des Zustandes in der Kontaktberiihrungszone erlaubt [2]. Die 
Anderung des Kontaktwiderstandes folgt dem Gesetz 


R,=kh- F* (19) 


wobei x die Neigung der Kurven beschreibt. Die Konstante k bestimmt die Lage der Kurven 
zueinander. Wie E. Contius zeigt, kann durch x und k auch der Einflu8 verschiedener Kontakt- 
formen (Punktkontakt, Linienkontakt, Flachenkontakt, Kontaktfinger) beriicksichtigt werden. 
Der Exponent x kann so fiir reines Kupfer Werte zwischen — 0,5 und — 2, die Konstante k 
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zwischen 0,000150 und 0,400000 annehmen. Die Variation der wirklich méglichen Kontakt- 
widerstandswerte wird noch durch den Einflu8 der Erwarmung vergréBert [9, 10]. 


Fithren wir (19) in (3) ein, so erhalten wir 


nleo + 2-0-0)= Pek F( +08) (20) 


wobei wir annehmen, daB die Temperaturabhangigkeit des Widerstandes wieder durch das Ge- 
setz (1 + « #) ausgedriickt werden kann und erhalten nach Umformung mit (6) die Gleichung 


cud +l-0-F= Pak (1+ o09). (21) 
: z 


Gl. (21) ist analog aufgebaut wie (7) nur mit dem Unterschied, daB an Stelle von R,, nun 
R, = k F* tritt. Wir sind hauptsachlich an der Heizstirke interessiert und kénnen (19) in (14) 
direkt einsetzen und erhalten 


Weep (4) (22) 
Fie \aa 


wobei angenommen wird, daB H,k, A, Konstante sind. Fir 4 ist diese Annahme berechtigt 
(AvRAMESCU hat die GréBe 1 empirisch untersucht und bei Kupferkontakten im Gebiet 
-¢ 


@ = 0— 1000°C ein annaherndes Konstantbleiben festgestellt) [13]. 


Experimentelle Untersuchungen (hier nicht weiter ausgefiihrt [11] ergeben, daB bei ® > 500°C 
auch H = f(d, 1), k = f(0, t) und x = f(#, t) Konstante sind. Daraus ergibt sich eine vereinfachte 
Formel fiir die Heizstarke, namlich 


igemeeans ta 


=so° (23) 

Da es sich hier hauptsachlich um qualitative Untersuchungen handelt, setzen wir K = 1. Die 
Annahme x = 0 ist durch die Untersuchung der Veraénderung des Kontaktwiderstandes bei 
steigenden Temperaturen naheliegend [9,10], es handelt sich dort aber um verhaltnismaBig 
langsame Vorgadnge. Bei schnellen Temperaturerhdhungen und auch dann wenn bei der Unter- 
suchung von k, = f(F, @) der Kontaktdruck konstant gehalten wird und die Temperatur an- 
steigen laBt, wie es den Verhaltnissen an Schalterkontakten entspricht, ergeben sich bei # > 500°C 
positive Werte fiir x. So wurde bei Kupferkontakten bei F = 217 kp bei beginnender SchweiBung 
x = 0,5 festgestellt, wodurch (23) sich in der Form 


[2 
F955 


W = (24) 


darstellt. 


3. Versuchsprogramm und Kriterium fiir die SchweiBneigungs 


Die Untersuchung der SchweiBneigung wurde hauptsichlich mit Wechselstrom < 50 kA bei 
symmetrischer Einschaltung mit einer spezialgebauten Anordnung durchgefithrt, welche die 
stufenweise Einstellung von verschiedenen Kontaktdriicken von 7 —ca 220 kp erlaubt. Als 
Kontakte wurden zylindrische Stabe (@ = 5 mm) aus Kupfer, Silber, Molybden, Wolfram und 
einer Sinterlegierung verwendet, welche rechtwinklig gegeneinander gedriickt wurden, um den 
Kontakttyp ,,Punktkontakt“ zu erhalten. Einen Uberblick tiber das Gebiet der Untersuchung 
im Vergleich mit friitheren Arbeiten zeigt Tabelle 1. 
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Tabelle1 
Strom | : 
== Sets |)  kontaktdiruck | Zeitdauer 
Verfasser | Material 
Gleichstrom Wechselstrom | Impuls kp s 


H. P. Fink und H. | | | | 
IXORNER (beweisen 0,030 oo | ~ 0,015—3,0 | foe) Graphit 
R. Hoims Theorie) | 


| 

| i, Cu 
G. Hireartn [4] = = | 10 (50) : oe 10°—1071 | W-Cu-Sinter- 

| leg. Ni, Fe 
ne | | Cu rein, 
Saal der re | oxydiert, ver- 
vorliegenden | 9,6 ein nine — Ve aay 0,003—4 silb., Ag, Mo, 
Untersuchung schaltung W. W-Cu-Sin 
terleg. 


Bei Belastung der Kontaktstelle mit kurzen aber starken Stromimpulsen stellte G. HILGARTH 
[4] fest, daB der Beginn der SchweiBung am Rande der Herzschen Eindrucksflache auftritt. 
Durch die vorgelegten Untersuchungen wurde dieses bestatigt, aber auch festgestellt, daB bei 
langerer Einwirkungsdauer (> 0,05 bis 0,1s) die SchweiBung vom Zentrum der Eindrucks- 
flache ihren Ausgang nimmt und zwar ist dieser Ubergang von der RandschweiBung zur Zentrums- 
schweiBung stark abhangig vom Kontaktdruck. 


i die SchweiBung spontane Verdampfung totale SchweiBung 
i SchweiBung, « bleibt bestehen ohne VerschweiBung bei Lichtbogenentwicklung 
8 é 
fi ASN 
6 
NK 
5 ea 
| 4 
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Bild 5. Kennlinien und Grenzstromkurven der verschiedenen Erosionsformen eines ruhenden Punktkontaktes 
aus Kupfer bei kurzen Belastungszeiten. 


Nach erfolgtem Stromdurchgang wurde entweder eine VerschweiBung festgestellt, oder die 
Kontaktstabe konnten mit nur sehr geringen Kraften von einander getrennt werden, oder sie 
lagen lose aufeinander. Aber auch im letzten Falle zeigte eine mikroskopische Untersuchung 
Erosionsspuren und eine reiche Variation des Aussehens der strombelasteten Kontaktstellen, 
wobei das Aussehen des Randes der Eindrucksflache, die Anlauffarben, ,,nasse‘‘ Gebiete, in 
denen stellenweise die fliissige Metallphase auftrat, sowie kleine Schmelzperlen iiber den Beginn 
der SchweiBung Aufschlu8 geben. Thermische Explosionen in den schmelzenden Zonen und 
kleine harte SchweiBkerne gehéren einem mehr fortgeschrittenen Schweifstadium an. 


- 2 ~ : Archiv fir 
364 A. WoLLENEK: Kontakterosion und Grenzstromwerte ruhender Starkstromkontakte — jycktrotechnik 


Das Auftreten beider SchweifStypen wurde im status nascendi der Schmelzung im Mikroskop 
festgestellt und nach Aufbrechen der SchweiSung an verschweiBten Kontakten bestatigt. 


4. Grenzstromkurven 


Die Ergebnisse der Versuche im Bereich der ersten vier Halbperioden ist aus Bild 5 ersicht- 
lich. Unmittelbar nach dem Anstieg der Kontaktspannungskurve zeigte eine erste, meist kleine 
Deformation eine Veriinderung am Kontakt an, bei welcher aber nur in seltenen Fallen Schmel- 
zung festgestellt werden konnte. Es handelt sich hier offensichtlich um ein Formieren der 
Kontaktflache, wobei der Einflu8 der Oberflachenbeschaffenheit beim Ansteigen der Temperatu- 
ren auf 70°C weitgehend aufgehoben wird [9]. Die Kurve a reprasentiert diese Formierung, sie 
wurde auf Grund der MeBpunkte frei eingezeichnet, von einer statistischen Berechnung wurde 
abgesehen. In Fallen, da die Kurvenziehung nicht ganz sicher ist, wurde die Kurve strichliert 
dargestellt. Das Eintreffen der SchweiBung ist von der Heizstarke und der Dauer der Belastung 
abhangig. Durch die alternierende Einspeisung der Energie bei Wechselstrom ist im Grenzgebiet 
zwischen Erosionsspur und VerschweiRung bei den ersten Halbperioden keine kontinuierliche 
Zunahme der VerschweiBung zu erwarten, sondern vielmehr eine alternierende, weil infolge des 
iiberhandnehmenden Einflusses der Warmeleitung bei gegen Null gehendem Strom und bei 
kurzzeitigem Aufhéren der Einspeisung von Energie eine Rekristallisation wirksam werden kann. 
Bei héheren Heizstiarken und langeren Zeiten staut sich die Warme in der Umgebung der infi- 
nitesimalen Stromiibergainge, diese werden fliissig und eine Rekristallisation kann nicht mehr 
eintreffen, so lange der Stromdurchflu8 anhalt. Die Kurven 0, e, f und g zeigen das Eintreffen 
der Schmelzung fiir die erste, zweite, dritte und vierte Halbperiode. Die tibrigen bezeichneten 
Kurven sind Teile der in Bild 6 dargestellten SchweiBkennlinien. Die Kurve d ist die Grenzkurve 
fiir beginnende Erosionsspur, die Kurve c fiir beginnende SchweiBung. Bei der Kurve / tritt 
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Bild 6. Grenzstromkurven ftir beginnende Erosion, beginnende SchweiBung, totale SchweiBung bei Lichtbogen- 

entwicklung und spontane Verdampfung. Die einzelnen Erosionsformen sind eingetragen. Fiir kurze Belastungs- 

zeiten gilt die Entwicklungsreihe I+II--1V, und fiir lange Belastungszeiten die Entwicklungsreihe I-+III-+V, bei 
steigender Erhitzung. 


ein spontaner Ubergang zwischen VerschweiBung und Verdampfung der Beriihrungsstelle ein, 
ohne da®B die Kontakte dabei verschweifBen. Bei langéren Zeiten (bei Kontaktdruck 217 kp 
sind das ca 0,04 s) geht die Kurve / in die Kurve k iiber. Wird bei k die Grenzheizstarke iiber- 
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schritten, so geht die VerschweiBung mit einer Zugfestigkeit von ca 200 kp spontan in eine totale 
Zusammenschweivung tiber, wobei die Kontakte nicht mehr voneinander getrennt werden 
k6nnen, ohne diese zu zerstéren. Die GrenzschweiSkurven sind sehr vom Kontaktdruck und 
vom Material abhangig, insbesondere die Kurve h. Bild 7 zeigt GrenzschweiSkurven fiir Bela- 
stungszeiten von 0,01 bis 1,3s. 
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Bild 7. Grenzstromkurven fiir spontane Verdampfung im Erosionsfall IV, 
Kurven h ftir verschiedene Metalle und Kontaktdriicke. 


Die verschiedenen Erosionsformen sind in Bild 6 angedeutet. Bei Deformation I kann in der 
Eindrucksflache der Punktkontakte noch keine Erosion festgestellt werden. Bei II tritt eine 
mehr oder weniger ausgepragte Erosion bei kurzen Belastungszeiten am Rande der Eindrucks- 
flache auf. Bei steigender Erhitzung (und kurzer Belastung) geht diese ringformige Erosion in 
eine RandschweiBung tiber. Bei geringer Erhitzung aber langer Belastungszeit entsteht die 
erste Erosionsspur im Zentrum der Eindrucksflache entsprechend der Erosionsform III. Beachte 
die Analogie mit dem Auftreten der Materialwanderung bei Unterbrecherkontakten, welche 
ebenfalls im Zentrum der Kontaktberiihrungsflache wirksam wird; bei steigender Erhitzung 
geht diese Erosionsform in eine entsprechende SchweiBung iiber. Bei kurzen Belastungszeiten 
und sehr hoher Erhitzung ergibt sich dann spontan der Erosionsfall IV und bei langerer Bela- 
stungszeit der Erosionsfall V. Im Falle IV erhalt man eine spontane Verdampfung ohne Ver- 
schweiBung. Im Falle V dagegen die oben erwahnte sehr starke VerschweiBung bei gleichzeiti- 
gem Auftreten von Spriiherscheinungen. Die Grenzstromkurven fiir Verschwei®ung sind sehr 
abhangig vom Material und vom Kontaktdruck, wie aus einer Zusammenstellung in Bild 7 her- 
vorgeht. Die Kurve /, welche den Grenzwert fiir die Warmeexplosionen in der Kontaktbertihrungs- 
stelle darstellt, ist beinahe zeitunabhangig, aber vom Kontaktdruck insofern abhangig, da® sie 
bei niedrigen Kontaktdriicken mehr ausgepragt ist und sich iiber einen langeren Zeitintervall 
erstreckt, als bei hohen Kontaktdriicken. Da ziemlich groBe Partikel nachst der Kontaktbe- 
riihrungsstelle hierbei spontan verdampft werden, ist die Anordnung nicht mehr als ruhend 
anzusehen und es liegt die Betrachtung dieses Falles auBerhalb der hier gestellten Aufgabe. Der 
wesentliche Unterschied, den die VerschweiBungsformen RandschweiBung und zentrische Schwei- 
Bung bei Uberschreiten der Grenzlinien ) und k aufzeigen, wird indessen dadurch nicht beriihrt. 


Fiir die ersten 2 Halbperioden kann man aber von der Zeitabhangigkeit der Schwei®neigung 
absehen und die Grenzkurven als 1,,, = /(F) entsprechend Bild 8 fiir Kupferkontakte darstellen. 
Um eine Vorstellung von der Zugfestigkeit (in kp) der SchweiBstelle zu vermitteln, wurden diese 
fiir einige Kontaktdriicke eingetragen, diese Ziffern beziehen sich auf die SchweiBung nach der 
ersten und zweiten Halbperiode. Die entsprechenden Kennlinien fiir die zweite Halbperiode 
wurden strichliert eingetragen, mit einem Doppelstrich die Kennlinie, welche nach G. HILGARTH 
fiir den Beginn der SchweiBneigung fiir Kupfer gilt. 
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Bild 8. Grenzstromkurven fiir die SchweiBneigung der ersten zwei Halbperioden. 


d = Beginn auftretender Erosionsspur bei einer Halbperiode, d’ dasselbe bei zwei 
Halbperioden. 


c, c’ = Beginn von SchweiBung nach der ersten bzw. zweiten Halbperiode. 
h, h’ = spontanes Zusammensacken unter Lichtbogenentwicklung. 
m = Untersuchungsgebiet von G. HitGartu [4]. Die Zahlen bedeuten die Zug- 
festigkeit der SchweiBung [kp], e bei Belastung mit einer Halbperiode, o mit zwei 
Halbperioden. 


5. Zusammenfassung 


Bei der Verschwei8ung ruhender Starkstromkontakte treten Vorgange auf, welche durch die 
klassische Kontakttheorie nicht hinreichend erfaBt werden. 

Ein neues Modell zur Beschreibung der KontaktschweiBung wird entwickelt, welches den 
kleinen raumlichen Gebilden die Eigenschaften und Wirkungen der Warmequellen zur Ganze 
zuschreibt und in welche die gesamte Energie, welche der Kontakt verbraucht, eingespeist ge- 
dacht wird. Durch die Umgrenzungsflachen dieser aufgeheizten Perlen vermag die Warme ent- 
sprechend der Warmeleitungszahl abzuflieBen. Wir erhalten so ein der Theorie der Sicherun- 
gen ahnliches System mit dem wesentlichen Unterschied, daB die groBe Anzahl parallelge- 
schalteter, sehr kurzer, hoch erhitzter Leiter, vom Kontaktdruck abhiangig ist. 

Als Ergebnis der experimentellen Untersuchung erhalten wir Kennlinien, welche beginnendes 
Auftreten von mikroskopisch festgestellten Schmelzspuren und beginnendes Auftreten von 
Kontakthaftung, welche in VerschweiBung bis ca 200 kp Zugfestigkeit iibergeht, beschreiben. 
Die Art des Entstehens der VerschweiBung ist bei kurzen Einwirkungszeiten (< 0,1s) und 
langeren Einwirkungszeiten (> 0,1s) verschieden, diese Zeitwerte sind druckabhangig. Bei 
héheren Heizstarken tritt bei Kupferkontakten bei langeren Einwirkungszeiten ein spontanes 
Verschmorren und bei kurzen Zeiten ein plotzliches Verdampfen bei einem gewissen druckab- 
abhangigen Grenzwert auf. Diese ergeben eine Kartlegung der Gebiete verschiedener Verschwei- 
Bungsarten und Festigkeiten der SchweiBstelle. 
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Einige Gerate zur Konstruktion von Ortskurven 
Von 


E. ScHWARtTZ, Aachen 


Mit 10 Textabbildungen 


(Eingegangen am 4. Mai 1960) 


Ubersicht. Es werden Gerate zur Kehrwertbildung und zur Addition komplexer Zahlen angegeben und 
beschrieben insbesondere in Hinblick auf ihre Verwendung zur Darstellung komplexer Widerstande. 


1. Einleitung 


Die Kehrwertbildung und die Addition komplexer Zahlen sind die wichtigsten Operationen 
bei der Konstruktion von Ortskurven in der Elektrotechnik. Diese beiden Operationen treten 
z. B. immer wieder auf bei den beiden grundlegenden Kombinationsmoglichkeiten komplexer 
Widerstande: Reihen- und Parallel- 
schaltung, siehe Bild 1. Daher liegt der 
Gedanke nahe, nach Geraiten Umschau 
zu halten, die die Durchfiihrung dieser 


8-49, 3B, 8. Q-p+4 = +4 j @ 

h Oe Ve BB Operationen auf dem Zeichenbrett er- 
1 leichtern. 

Die Gerate zur Kehrwertbildung 

b sollen zuerst besprochen werden. In 


Bild 1. Reihenschaltung (a) und Parallelschaltung (b) komplexer Widerstinde. Bild 2 ist die Kehrwertbildung einer 
komplexen Zahl a = a- e!* dargestellt. 
positiv imagindne Achse (Komplexe Widerstande und Leitwerte 
kénnen durch Normierung, im _ ein- 
fachsten Fall mittels Division durch 
die zugehorige Einheit, vergl. Bild 10, 
auf die Form einer komplexen Zahl 
gebracht werden). Man erkennt, dab 
die Bildung des Kehrwertes in zwei 
Schritte unterteilt werden kann: 


eeere cs a $e 
positiv reelle Achse - PO positiv reelle Achse 1. Vorzeichenumkehr des Winkels; 


j Ot 
a=a-e? 


ve . 
yi 2. Kehrwertbildung des Betrages. 
4 ; ; zs 
Ps Der erste: Schritt laGt <eme fir ame= 
ele chanische Gerate sehr giinstige Verein- 
vie a3 ce, fachung zu: Denkt man sich, wie in 
hier verwendete Darstellung ubliche Darstellung Bild 2 gestrichelt gezeichnet, 1/a um 


die imaginére Achse geklappt, dann 
liegen die zu a und i/a gehorenden 
Zeiger auf einer Geraden durch den 
Nullpunkt! Diese Darstellung wird 
bei allen Gerdten verwendet, die im nachsten Abschnitt besprochen werden. Hierbei ist zu 
beachten, daB fiir den Kehrwert 1/a die positiv reelle Achse zur entgegengesetzten Seite zeigt 
wie die positiv reelle Achse fiir a. Hat man z. B. die Inversion einer Ortskurve mit Hilfe der zu 
schildernden Gerate auf Transparentpapier konstruiert, so ergibt sich das iibliche Bild, wenn 
man das Zeichenblatt von der Riickseite betrachtet. 


Bild 2. Kehrwert einer komplexen Zahl a. 


2. Kehrwertbildung 


Bei der soeben geschilderten Darstellung liegen die Zeiger a und 1/a auf einer Geraden durch 
den Nullpunkt. Infolgedessen la8t sich die Vorzeichenumkehr des Winkels bei der Kehrwert- 
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bildung leicht mit Hilfe eines Lineals bewerkstelligen, das entsprechend Bild 3a im Nullpunkt 
drehbar befestigt wird. Die Kehrwertbildung des Betrages laBt sich bei der Verwendung eines 
solchen Lineals wie folgt vereinfachen: Auf der zu a gehérigen Halfte des Lineals wird eine lineare 
Skala angebracht, auf der zu 1/a gehorigen eine dazu reziproke Skala, siehe Bild 3b. Die Herstel- 
lung eines solchen Lineals ist denkbar einfach und billig. (Als bescheidenste Méglichkeit sei ein 
Streifen aus diinner Pappe genannt, der im Nullpunkt mit einer Stecknadel drehbar befestigt 
wird). Die punktweise Konstruktion inverser Ortskurven wird durch ein solches Lineal sehr 
vereinfacht und der Zeitaufwand erniedrigt. 


for) 


Bild 3. Um den Nullpunkt drehbares Lineal (a) mit reziproker Skala (b). 


Die Kehrwertbildung des Betrages ]a8t sich aber auch mechanisch durchfiihren. Die ein- 
fachste geometrische Grundlage hierfiir ist der Héhensatz im rechtwinkligen Dreieck, vergl. 
Bild 4: # q = h?. Macht man die Hohe / des Dreieckes gleich der der Zahl 1 in der Zeichenebene 
entsprechenden Strecke, so wird q der Kehrwert von # und umgekehrt. Angewendet wird der 
Héhensatz in einem Inversionsgerat von BONING [1], das praktisch jedoch nur zur Demonstration 
geeignet ist. Ferner wird der Hohensatz bei dem zeichentechnisch verwendbaren ,,Inversions- 
zirkel von Brocu [2] und dem Inversionszeichengerat von THINIUS [3] benutzt. Bei diesen 
Geraten miissen gleitende Teile verwendet werden: Im Punkt B von Bild 4 zur Fiihrung eines 
, Fahrstiftes, der entlang der zu invertierenden Ortskurve gefithrt wird, und im Punkt A zur 
Fiihrung eines ,,Schreibstiftes“, der die invertierte Ortskurve aufzeichnet. 


(G: 
907 
h 
Do 
FP Mel SEIN, 


Bild 4. Hdhensatz im rechtwinkligen Dreieck: pg = h*. 


Unter dem Gesichtspunkt einfacher und praziser Herstellung erscheint ein Inversionsgerat 
wiinschenswert, bei dem keine gleitenden Teile notwendig sind und das nur aus Stangen unver- 
anderlicher Lange, die durch Gelenke miteinander verbunden sind, besteht. VerlaBt man den 
Hohensatz als geometrische Grundlage, dann l]aBt sich ein solches Inversionsgerat als reine Ge- 
lenkkonstruktion verwirklichen. Aus der Getriebelehre sind namlich Gelenkkonstruktionen be- 
kannt, die theoretisch exakt eine kreisférmige Bewegung in eine geradlinige tiberfiihren. Dies 
entspricht bekanntlich einer Inversion. Besonders einfach erscheint der in [2] und [4] beschrie- 
bene Inversor von PEAUCELLIER. In der dort geschilderten Form laBt sich das Gerat jedoch 
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nicht unmittelbar fiir den hier vorgesehenen Zweck verwenden, weil es nicht der von uns im 
Zusammenhang mit Bild 2 verabredeten Darstellung des Kehrwertes entspricht: Bei dem Inversor 
von PEAUCELLIER haben die Zeiger a und 1/a die gleiche Richtung. Infolgedessen ist eine Inversion 
in der Nihe des Einheitskreises oder auf demselben nicht méglich, da sich dann der Fahrstift 
und der Schreibstift praktisch oder genau an derselben Stelle befinden miiBten; das ist aber 
wegen der raumlichen Ausdehnung der Stifte und Gelenke nicht méglich. Durch eine Abwand- 
lung des Inversors von PEAUCELLIER, siehe Bild 5, laBt sich jedoch dieser Nachteil vermeiden und 
die von uns gewahlte Darstellung (Bild 2) verwirklichen. Dieses Gerat besteht aus vier gleich 
langen Stangen m und aus zwei ebenfalls gleich langen Stangen , die in den Punkten A, B, C, D 
und O durch Gelenke miteinander verbunden sind. Das ganze Gerat ist bei O drehbar im Null- 
punkt der komplexen Ebene befestigt. Ftihrt man einen bei D angebrachten Fahrstift entlang 
einer Ortskurve, so zeichnet ein bei B befindlicher Schreibstift die inverse Ortskurve. Da Bb, O 
und D wegen der Symmetrie der Figur auf einer Geraden liegen, ist die Vorzeichenumkehr des 
Winkels gemaB der Verabredung von Bild 2 immer gewahrleistet. Bewiesen werden mu8 noch 


die richtige Kehrwertbildung des Betrages. Es wird wegen BE =DE 
BO - DO = (BE — EO) - (DE + EO) = DE* — EO®. 


Mit 
DE? = m2?— AE® und EO? = n?— AE? 
erhalt man 
BO. DO = m?— n?. 
(m* — n*) ist aber eine durch die Lange der Stangen gegebene Konstante. Macht man m2? — n? 


gleich der der Zahl 1 entsprechenden Strecke, so wird die Richtigkeit der Kehrwertbildung offen- 
sichtlich. 


Bild 5. Abwandlung des Inversors von PEAUCELLIER. Bild 6. Versuchsmodell eines Inversors. 


Bild 6 zeigt ein Versuchsmodell des abgewandelten Inversors von PEAUCELLIER. Bei diesem 
Gerat wurde m= 260mm und = 240mm gewahlt. Die der Zahl1 entsprechende Strecke 
(also der Radius des Einheitskreises) wird dann, wie eben abgeleitet wurde, /m? — n? = 100 mm. 
Mit diesem Inversor sind Punkte in einem Abstand von 400 mm vom Nullpunkt noch erreich- 
bar. Es kénnen also komplexe Zahlen, deren Betrag zwischen 4 und 0,25 liegt, invertiert werden. 
Zur Verwendung des Gerates auf Millimeterpapier wurde dafiir gesorgt, daB die Lange der beiden 
kurzen Stangen ( in Bild 5) zum Ausgleich der Millimeterpapier-Toleranzen um etwa 1 mm ver- 
andert werden kann. 

3. Addition 


Die Addition zweier komplexer Zahlen a, und a, ist in Bild 7a dargestellt. Wie in Bild 7b 
angedeutet ist, findet man die halbe Summe von a, und a, im Mittelpunkt der Verbindungslinie 
von a, und a3. Eine Moglichkeit, diesen Punkt mit einer Gelenkkonstruktion aufzufinden, zeigt 
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Bild 8a. Das Gerdt besteht aus vier Stangen AG = AB = DE = EF =1 und zwei Stangen 


EG Bp =o 1, die in der Mitte im Punkt C durch ein Gelenk verbunden sind; auch an den 
Punkten AE. DE. Fund G sind die Stangen durch Gelenke verbunden. Wie mit diesem Gerat 
die halbe Summe zweier komplexer Zahlen mechanisch dargestellt wird, ist in Bild 8a leicht zu 


gAl4t+Qz 4 


Bild 7. Addition komplexer Zahlen, a) ganze Summe, b) halbe Summe. 


4 4 a,+a, 


-a, 


aol b —<— 


Bild 8. Gerat zur Addition, a) halbe Summe, b) ganze Summe. 


erkennen. DaB als Ergebnis nur die halbe Summe erscheint, ist kein wesentlicher Nachteil: 
Nach der Summation braucht man nur den MaBstab um den Faktor 2 zu verandern. Legt man 
Wert auf die mechanische Realisierung der ganzen Summe, so kann man, wie in Bild 8b zu sehen 
ist, durch Verwendung einer zweiten derartigen Gelenkkonstruktion, die bei C mit der urspriing- 
lichen durch ein Gelenk verbunden und im Nullpunkt drehbar gelagert ist, zum Ziel gelangen. 


4, Kehrwertbildung und Addition 


Eine fortlaufende Aneinanderreihung von Additionen und Kehrwertbildungen tritt in der 
Elektrotechnik auf bei der Widerstand- oder Leitwertberechnung solcher Schaltungen, die sich 
nur aus Reihen- und Parallelschaltungen zusammensetzen, z. B. bei der in Bild g dargestellten 


3 Bode 
3; eee Tee 
33 Ber B, 


Bild 9. Kettenbruchschaltung. 


Kettenbruchschaltung. Man kénnte nun durch Kopplung von Inversoren nach Bild 5 und Addi- 
tionsgeraten nach Bild 8 grundsatzlich die Gesamtwiderstande oder -leitwerte aller derartigen 
Schaltungen durch reine Gelenkkonstruktionen in der komplexen Ebene darstellen. Bei der 
praktischen Ausfiithrung wiirde man allerdings schnell auf konstruktive Schwierigkeiten stoBen. 
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Die Anwendung eines Inversors und eines oder zweier Additionsgerate erscheint jedoch noch 
moglich. Bild 10a zeigt ein Beispiel: Die mechanische Realisierung des Widerstandes von 10b 
oder des Leitwertes von 10c. Hierbei ergibt sich mechanisch zwangslaufig die gesuchte komplexe 
Zahl a in dem Punkt Py, wenn man die Punkte P,, P, und P, des Gelenkmechanismus auf die 
gegebenen komplexen Zahlen q,, a, und 2 a, einstellt. Man erkennt auch an diesem Beispiel, 


oy) 
a,-9,/5 a=8//9 
a, /S a,-3,/2 
a,=8,/2 a;-¥,/5 
b a-3/2 ce a-2/S 


Bild 10. Kehrwertbildung in Verbindung mit Addition. 


daB die Anwendung eines solchen Mechanismus zur Bestimmung von Gesamtwiderstanden oder 
-leitwerten besonders einfach wird, wenn sich nur ein Teilwiderstand oder -leitwert andert. In 
diesem Fall braucht die Lage nur eines Punktes einer solchen Gelenkkonstruktion entsprechend 
dem sich andernden Widerstand von Hand eingestellt zu werden, wahrend die den konstanten 
Widerstainden zugeordneten Gelenke durch Stifte an der entsprechenden Stelle der komplexen 
Ebene fixiert werden kénnen. 

Zusammenfassung 


Einige Gerate zur Kehrwertbildung komplexer Zahlen wurden besprochen oder angefiihrt. Hier- 
von ist das in Bild 3b dargestellte ,, Inversionslineal” zur punktweisen Inversion von Ortskurven 
wegen seiner Einfachheit hervorzuheben. Zur kontinuierlichen Inversion erscheint der in Bild 5 
gezeichnete Inversor besonders geeignet, da er im Gegensatz zu dem Inverzionszirkel von BLocH 
(2) und dem Gerat von THINIUs [3] eine reine Gelenkkonstruktion ist. Auch zur Addition kom- 
plexer Zahlen wurde ein Gerat angegeben. Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie man durch 
Verbindung von Inversions- und Additionsgeraten mehrere Schritte bei einer Ortskurvenberech- 


nung gleichzeitig durchfithren kann. 
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Die Stabilitat elektrischer Ausgleichswellen 
bei Speisung mit Drehstrom, Wechselstrom und Gleichstrom 


Von 
I’, UNcruH, Bad Neustadt/Saale 


Mit 33 Textabbildungen 


(Eingegangen am 30. April 1960) 


Die elektrische Welle ist haufig das technisch bessere Mittel zur Lésung von Gleichlauf- 
problemen und verdrangt daher die mechanische Ausgleichswelle zwischen Einzelantrieben in 
immer starkerem Mae. Es werden meistens normale Drehstrommotoren mit Schleifring- 
laufern verwendet, die standerseitig an ein Drehstromnetz angeschlossen werden. Fiir Ma- 
schinen mit relativ niedriger Leistung sind daneben Schaltungen mit einphasigem Netzan- 
schlu8 gebrauchlich. Bei besonderen Fallen, insbesondere zur Erzielung sehr kleiner Winkelfehler 
zwischen den im Gleichlauf befindlichen Teilen, wurde die Gleichstromspeisung der Stander- 
wicklungen als vorteilhaft erkannt. 


Die Beurteilung des dynamischen Verhaltens einer elektrischen Welle besteht darin festzu- 
stellen, ob bei einer Stérung des Gleichgewichtszustandes — etwa durch plétzliche Anderung der 
Belastung, einen BelastungsstoB, oder auch durch den EinfluB von Getrieben oder Kupplungen 
— der dadurch hervorgerufene Ausgleichsvorgang gedampft verlauft, oder ob Schwingungen 
eingeleitet werden, deren Amplituden nicht zeitlich abklingen, sondern u. U. anwachsen und zum 
Auseinanderlaufen der beiden Maschinengruppen fiihren. Grundsatzlich ist bei dieser Unter- 
suchung von dem Verhalten aller insgesamt zusammenwirkenden Anlagenteile auszugehen, d. h. 
auch die EinfluBgréBen sind zu beriicksichtigen, die von den angekuppelten Arbeitsmaschinen, 
den Antriebsmotoren oder von zwischengeschalteten Getrieben und Kupplungen herriihren. 
Leider ist im praktischen Fall iiber deren Dampfungseigenschaften meistens wenig bekannt. Eine 
allgemeine Untersuchung mu8 sich daher darauf beschranken, die Stabilitat der elektri- 
schen Welle an sich, ohne Beriicksichtigung der Dampfungseinfliisse von auBen her, zu 
untersuchen. Dies schmalert aber den Aussagewert ihrer Ergebnisse nur unwesentlich, da die 
mit der elektrischen Welle gekuppelten Arbeitsmaschinen praktisch immer eine positive Damp- 
fung darstellen, d. h. im Sinne der Unterdriickung von Schwingungen wirken. Andererseits kann 
diese positive Dampfung nicht generell in der Rechnung beriicksichtigt werden, da ja auch die 
unbelastete, leer laufende Welle dynamisch stabil sein muf, so daB die Untersuchung nur 
der elektrischen Welle selbst notwendige und auch hinreichende Bedingungen fiir die meisten 
praktisch vorkommenden Falle liefert. 


Uber die haufig angewendete Schaltung der elektrischen Welle, bei der die Standerwick- 
lungen parallel an das Drehstromnetz angeschlossen werden, sind von JORDAN grundlegende 
Untersuchungen iiber selbsterregte Pendelungen durchgefiihrt worden [1]; [2] und zwar fiir die 
besonders fiir gréBere Maschinen wichtigen Sonderfalle, da entweder nur im Standerkreis 
ohmsche Widerstande angeordnet sind und die Lauferwicklung reine Blindwiderstande enthalt, 
oder umgekehrt nur in der Lauferwicklung ohmsche Widerstande enthalten sind. Daraus ergeben 
sich wichtige Erkenntnisse fiir die zur Vermeidung selbsterregter Pendelungen erforderliche GroBe 
der ohmschen Widerstande bzw. fiir die Bemessung und zweckmaBige Anordnung der ohm- 
schen und induktiven Widerstande im Lauferkreis. Die jeweilige Vernachlassigung der ohmschen 
Widerstande im Stander bzw. im Laufer hat bei gréBeren Maschinen keinen merklichen Einflu8 
auf das Untersuchungsergebnis. Bei Maschinen geringerere Leistung trifft dies jedoch nicht 
mehr zu. 

Die vorliegende Arbeit stellt sich zunachst die Aufgabe, die dynamischen Verhaltnisse bei 
gleichzeitiger Beriicksichtigung der ohmschen Widerstande im Stander und im Laufer zu 
klaren. Die fiir die Schaltung mit dreiphasigem NetzanschluB gewonnenen Ergebnisse werden 


Archiv f. Elektrotechnik, XLV. Band, 6. Heft 20 


374 F. Uncrun: Die Stabilitat elektrischer Ausgleichswellen Resear 
ee 


zur Beurteilung der wichtigsten einphasigen Schaltungen herangezogen. Die weitere Aufgabe 
besteht darin festzustellen, inwieweit die Dampfungsverhaltnisse bei Drehstrom- bzw. Wechsel- 
stromerregung durch gleichzeitige Einspeisung von Gleichstrom verbessert werden kénnen. 


1. Die Stabilitat bei Drehstromerregung 


Die iibliche Schaltung der elektrischen Welle bei dreiphasigem Netzanschlu8 ist in Bild 1 
dargestellt. 


R 
S 
£ 


aed Last LH Welen- 
4 4 Ae 


Bild 1. Anordnung einer elektrischen Welle. 


In der gezeichneten Form stellt die Anordnung eine Ausgleichswelle dar. Gelegentlich 
fehlt aber auch der Antrieb 2, man spricht dann von einer Ferndreheranordnung. Elektrisch 
sind beide Ausfiihrungen gleichwertig, der Ferndreher ist nur ein Sonderfall der Ausgleichswelle. 
Die Zahl der im Gleichlauf befindlichen Maschinengruppen kann beliebig groB sein und die Wel- 
lenmaschinen kénnen verschiedene Typengr6Be und Polzahl haben, wenn nur ihre Stander- und 
Lauferwicklungen untereinander fiir gleiche Spannung ausgefiihrt sind. Der besseren Ubersicht- 
lichkeit wegen werden die folgenden Betrachtungen beschrénkt auf eine Anordnung aus zwei 
gleich gebauten Wellenmaschinen. 


Fiir die Berechnung werden folgende Voraussetzungen gemacht: 

1. Symmetrie der Netzspannungen 

2. Beschrankung auf die Grundwelle des Luftspaltfeldes und Vernachlassigung der Sattigungs- 
einfliisse 

3. Vernachlassigung der Eisenverluste 

4. Betrachtung kleiner Schwingungsamplituden 

5. Langsame Pendelungen relativ zur Netzfrequenz 


1.1 Ableitung der Strom- und Drehmomentgleichungen 


Bild 2 zeigt schematisch die Wicklungsanordnung und Schaltung. Da der Aufbau der Wick- 
lung und der Netzanschlu8 symmetrisch sind geniigt es, die Stromberechnung fiir einen Strang 
durchzufiihren, da die Stréme in den anderen Strangen gleich gro sind und nur zeitlich um 120° 
bzw. 240° verschoben. 

Die pendelnde elektrische Welle ist dadurch gekennzeichnet, daB die beiden Laufer sich nicht 
mehr mit konstanter, tibereinstimmender Winkelgeschwindigkeit bewegen. Im stationadren Be- 


trieb drehen sich beide Maschinen mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit 7 (1 — s). 
Im Ubergangszustand kénnen die Laufer um einen bestimmten Betrag ie; bzw. ijk von dem 
gemeinsamen Schlupf s abweichen, so da8 ihre Winkelgeschwindigkeiten 5 (1—s + i 1) bzw. 


@ 


> (1 —s+ rr betragen. 


Zur Berechnung der Stréme wird von dem Uberlagerungsprinzip Gebrauch gemacht. 
Wir berechnen zunachst die Stréme fiir den Fall, da nut Maschine 1 an Spannung liegt und die 
Stander-Wicklungen der Maschine 2 kurzgeschlossen sind. Danach werden die Stréme fiir Spei- 
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sung der Maschine 2 berechnet und beide iiberlagert. Die Verdrehung zwischen den beiden Lau- 
fern kann man bei der Berechnung der Teilstréme auBer acht lassen, wenn man stattdessen eine 
Verdrehung der Netzspannungen der beiden Maschinen um den gleichen Betrag annimmt und 
diese bei der Uberlagerung der Teilstréme beriicksichtigt. Die einzelnen Stréme werden durch 
Indizes gekennzeichnet, von denen der erste sich auf den Stromkreis bezieht — 1 der gespeiste 
Stromkreis, 2 der Lauferkreis, 3 der kurzgeschlossene Standerkreis —, wahrend der zweite auf die 
jeweils gespeiste Maschine 1 oder 2 verweist. 


0; eo(t-1;+I3) 


art 
=] 
§ 


Stainder 
Masch.1 


Laufer 


Bild 2. Elektrische Welle. Wicklungsanordnung und Schaltung. Bild 3. Einphasiges Ersatzbild der dreiphasigen elektrischen Welle: 


Aus dem in Bild 3 gezeichneten Ersatzbild lassen sich fiir Speisung der Maschine 1 folgende 
Spannungsgleichungen aufstellen: 


UW, = (Ri +704) fi t+7oM Joy, (1) 
o=jo(s—I)MJyt2(R+jo(s—I)LiJu—io—T)MJu, 2) 
o=—jJo (Q—T, + Pr) M Jos Hagerty Ona —T, =I 1) Ly] Jar - (3) 

Dividiert man Gl. (3) durch den nicht verschwindenden Faktor 1 — ve + Tie , dann erhalt man: 
Ry 


0o=—joM Jy + 


Ce tj oly Js1- (3a) 
Mit Voraussetzung 5 wurde eine Beschrankung auf langsame Pendelungen relativ zur Netz- 
frequenz eingefiihrt. Diese Voraussetzung ist erforderlich, um die Rechnung ohne Beriicksich- 
tigung der elektrischen Ausgleichsvorgange durchfiihren zu kénnen. ErfahrungsgemaB legen 
die héchsten vorkommenden Pendelfrequenzen bei einigen Hertz, so daB obige Voraussetzung 
zuladssig ist. Diese Annahme bedeutet aber fernerhin, da man in Gl. (3a) ohne groBen Fehler 
Rk, 


ned Wigele tes 


setzen kann: ~~ R,! Die so vereinfachte Gl. (3) lautet dann: 


o=—joM J+ [Ri +70 L) Jar. (3b) 
Zur Abkiirzung fithren wir folgende Bezeichnungen ein: 


re Me U; 


R, 
a piel a iat he oe Oly Hie 


@ LE, 


Aus den Gln. (1), (2) und (3b) ergeben sich damit die Stréme zu: 
Wt +24) 6+i6—M1+6—T) 0-0) © 


aes : er (4) 

Ju Ly 2 (0 + 9)? (8 +5 (s —I)] + 2 +5) (1—9) (6—T)) 
ee pare Fr 

F > UL, J & r J) L, (s i) : (5) 
2 © Ly a (a + i) 1B +5 (8 —Ty) + 2 +4) (10) 6 —T))’ 

ul eGo) (6-15) 

ee oat (6) 
ea eee oe) a 0) 


sao i , hiv fi 
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In Reihenentwicklung nach Potenzen von vhs und ie. lauten die Stréme bei Beschrankung 
auf lineare Glieder: 


U, f2(at+A(Gtis\tsa—o , + (% + §) B (1 —0) r 
Ja =3i,2@ +(e tABSID SSO a) | ome tMEETII tees ee 
] f Kee tala ;)2 Mu 
Ly —js(a a a + fj ( aed bare ft (8) 
Jn =or,2@+) (Orn +I) +50—o)} | oL2@+/(OFNE+IIN+SG—c7 1 ™ 
_ & + s(1—o) U, — (a + j) B (1 — 0) Tee (0) 
Ja =r, 2@+i e+ B +I) +sa—o} | wL, 2@+ (+9) B+I5)+5a—0)P 


Die Stréme bei Speisung der Maschine 2 ergeben sich, wenn man J} und J miteinander ver- 
tauscht: 


Wi +24+5) B+Is) +s (1—9) uy, EO At) Pat — 9) ji (10) 
jis =Or, 2@ tA (Ot E +I) Hsa—a} * OL26 4+) (OF) B+INEsG— ® 
MM : si ae 
U, —js (0 re 1, ad OI) BS E es Re 
Ju = OT 70 +A (4 +7) (B+Fs) +5(1—o)} ' wLy2(¢+9) {49 (B+Is) +5 (1—0)}? ®” 
, + s (1—o) Uy —(« + 4) B (1— 0) : 
es a eae id £7) {(& + 7) (B+ J s) + s (2 —o) } oLl,2(4 +9) {(®+ 9) (B+5s) yh stacey (12) 


Den gesamten Standerstrom der Maschine 1 errechnet man aus der Summe der Gl. (1) und (3b) 
unter Beriicksichtigung des Verdrehungswinkels y,— @. zu: 


J, = Jiu + Soe CHIP Se, (13) 


Die Luftspaltleistung P, ist das skalare Produkt aus dem gesamten Standerstrom und 
der vom gesamten Liauferstrom im Stander induzierten Spannung: 


Pry = 310M Joa Jose TP(%—%)) « (Jay + Jig ct 1? — 0) 
= 370M (Jor: Sir + Jor: San 011? — Jing ct PPM Jix = Jos Jel (14) 


Die vier skalaren Produkte sind mit den Strémen nach Gl. (7) bis (12) auszuwerten und gleich- 
artige Glieder zusammenzufassen. Unter Beriicksichtigung, daB 


b 
M=—P, (15) 


ergibt sich das Drehmoment der Maschine 1 zu: 


Rae 1—o)s 


ee AG Bue — s (# ++ 9) sin p (py, — @) + BU ee ee 1 — Pa) 
1 20 Ly (1 + a2) [ (a B — so) + (B + sa)?] 


ce = (.—o) a[-AE Pete teeta Sete + s*& (1 —9) (07 + @) sin p (G, — 92) 
2@ Les (1 + a?) [(a B —so)? + (B + sa)?}* 
al Cet LACE aes Cee Ne) 2 
(1 + 0?) [(a B—so)? + (8 + sa)??? : 


+ $s [B (1 + 9%) + sa (1—o)] + s (0? +0) a (1 + 0) + sa (1 —a)] sin p (py, — gy) 


U? 
aD 201, oe (1 + a) [(a B — so)? + (6 + sa)? : 
(B (1 +0°) (6 (1 +04) + sa (1—o)J 0% +6 0)*} cos p (Y: — #2) | 75 
re as [aB—so?+B+saz ape i) 
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Das Drehmoment der Maschine 2 erhalt man direkt aus Gl. (16), wenn man ¢, und @, sowie 
I, und J’, miteinander vertauscht: 


Ae + s ( + 0) sin p (P,— 9) + B (A = [1 — cos P (p1 — %)] 
ee nie LSrore (1 + 0%) [(aB—so)?+(B+sa)]) _ 
3U2 f+ sa [B (1 +0%) + sa (1—0)] —s (0 +0) [28 (1 40%) + sa (1 —o)] sin p (9,9) 
er a OE (1+ 04) ((aB—so)?-+ (B+ sayy 


Esa eo) Bsa nee all Seats) ete ie el 
(+ a) [a6 so)? + B+ 50)? 


— B (1 + a?) [B (1 +02) + sa (1—o)] + 8? (a? pe s%a (1 —o) (a? + o) sin p (py, — >) 
(1 + a?) [(a B — so)? + (8 + sap 


__ 8 (10) [f (1 +42) + sa (1 —9)] 0086 (Gi — Hs] | 
(1 0) [a B — so}? + (B+ sayP Pay: 07) 


1.2 Untersuchung der dynamischen Stabilitat 


Fiir die Untersuchung der Stabilitat eines Betriebszustandes ist es zweckmaBig, von den 
Momentgleichungen in folgender Form auszugehen: 


oM, 0M OM. . ENC 
M, = M, (=) (Fe) (Fe) 18 
4g +(e) 7 OP2 of? Op, ae a OP2, nue ( ) 


Darin bezieht sich der Index vy = 1; 2 auf die jeweils betrachtete Maschine. Der Index o kenn- 
zeichnet den Gleichgewichtszustand. Die einzelnen Ableitungen charakterisieren die bei 
geringen Abweichungen vom Gleichgewichtszustand auftretenden Momente. Die Werte y, 
und ihre Ableitungen sind definiert durch die Gleichungen: 

Py = Pro a Py s Py = Po oh Py ’ Py a Py e (19) 


In Gl. (18) bedeuten die Koeffizienten bei den Winkelabweichungen wy, schwingungstechnisch 
Federkonstanten, die Koeffizienten bei py, Dimpfungsfaktoren. Sie sollen im folgenden 
durch die Buchstaben c bzw. d gekennzeichnet werden. Gl. (18) erhalt damit die Form: 


My = Myo — 611 Y1 — 12 Y2 — 41 Ya — Gin Yr (20) 
My = Myo — C21 Yi — Coe Yo — a1 Y1 — Go2 Yr - (21) 
Der erste Index bezieht sich auf die jeweils betrachtete Maschine, der zweite auf die Maschine, 


von deren Bewegungszustand der jeweilige Faktor abhangig ist. o kennzeichnet den stationaren 
Zustand. 


Unter Beriicksichtigung, daB g,) = rs (1 — s) und daher p, = ri I’, ergeben sich die c- und 
d-Koeffizienten aus den Gln. (16) und (17) wie folgt: 


ms (a? + o) cos p (Yio — P20) —P = + Oa?) sin p (P19 — Pao) 


C1 = — Cy. = + const. 2 -w ear eee a c (22) 
dy, = + const J? apes Bein) UP AUER? aa ees oS (a? + a) sin p (%y9—P20) 
i ay Cec Ios aa cor eam (23) 

di, = + const I? B ==" (B (1 +0°) + sa (1 eee ee — (1 —9)] sin P (Pio — P20) 


ial 1 + a7) [6B (1 + 07) + sa (1 o)] S* (a= o)*} cos p om tel : 


(1 + a?) [ [(a B — so)? + (8 + s )?] (24) 
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s (a + 0) cos p (Pip — P20) + B (1 +) sin P (P19 — P20) 


Cog = — Co, = + const Tos (a + 02) [(a B —so)? ae ; (25) 
sa [B (1 +42) + sa (1—9)] +s (0% +0) [28 (1 + 4?) + sa (1 —0)] sin P (P19 — P20) 
dy = + const 128 |= (1 + a2) [(a B — so)? + (B + sa)? 
{B (1 + a) [B (1 +0) + sa (1 —o)] —s? (0? + 0) nt tee (26) 
road ~ (1 + a) [(« B —so)? + (B + sa) elle ; 
+ B (1 +02) [B (1 +0?) + sa (1 —o)] —s? (0? 4 i + 2a (1 —@) (0? + 0) sin p (P19 — P20) 
day = + const 138 | (2 + a2) [((a B —so)? + (6 + sa)??2 
, 8% (1—o) [6 (2 1+ a) + sa (1—9)] cosp pu (27) 
(1 + a2) [(a B — so)? + (B + sa)??? 
mit: 
const ==. 24-1, (1=—¢)< (28) 


Bei der Untersuchung der Stabilitat einer elektrischen Welle ist von den allgemeinen Bewe- 
gungsgleichungen fiir ein Zweimassensystem auszugehen, die lauten: 


0,9, = A,—L,+M,, (29) 


wobei unter A, die Momente der Antriebsmotoren, L, die Momente der Belastungsmaschinen und 
M, die Momente der Wellenmaschinen zu verstehen sind. Die Momente der Antriebs- bzw. Be- 
lastungsmaschinen sind im allgemeinen nur drehzahlabhangig, d. h. Funktionen nur von @,. Da 
sich diese Untersuchung vornehmlich mit der Stabilitat der elektrischen Welle selbst be- 
schaftigt, wie schon oben ausgefiihrt, so sind fiir diesen Grenzfall die Momente der Antriebs- und 
Belastungsmaschinen auch drehzahlunabhangig anzusetzen. 


0A, _ ay, , 

er we Be) 
Die Bewegungsgleichungen sind lineare, homogene Differentialgleichungen, deren Ko- 
effizienten von den Elastizitats- und Dampfungsfaktoren der elektrischen Welle in folgender 
Form abhangig sind: 


OY, + di + dhe Po + Cy Yi + Cie Po = O. (31) 
0, Po + dey YP alg doo Po + Cyr Yy + Coe Po = O. (32) 


Die c- und d-Koeffizienten sind durch die Gln. (22) bis (28) definiert. 


Die Lésungen der Bewegungsgleichungen ergeben sich aus einem Exponentialansatz. 
Die Entscheidung, ob die Schwingungen zeitlich gedampft verlaufen, laBt sich aus der charakte- 
ristischen Gleichung des Differentialgleichungssystems herleiten. Die charakteristische 
Gleichung lautet: 


10.0, abgekiirzt A*- a) 
+ 23 (O, dag + O, dy) + AB = a, | 
+ A (O, Cop + Oy C44 + dy dog — ayo do) +2: a, (33) 
7 (C11 dog + Cop dyy — Cyy 4yy — Cyy Gyo) SAGs | 
+ C41 Cag — Cyy Coy = O + +:&4=0. 


Die Gleichung ist 4. Grades. Sie geht jedoch unter Beriicksichtigung, da® nach Gl. (22) und (25) 
gilt c}, = — Cy, und Cy, = — cy, und somit a, = 0, iiber in die Gleichung 3. Grades: 


M3 + ay + 2+ a, ++ a, + ag = 0. (34) 


Die Schwingungen verlaufen gedimpft, wenn die Koeffizienten der charakteristischen Gleichung 


bestimmten, von Hurwitz [3] definierten Kriterien geniigen, die ftir die Gleichung 3. Grades 
lauten: 


Ay 04 ay ag — 4a, >, a, > 0. (35) 
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Die Gl. (35) in allgemeiner Form zu lésen ist schwierig und fiihrt zu recht uniibersichtlichen Er- 
gebnissen. Fir einige Sonderfalle la8t sich die charakteristische Gl. (34) jedoch zu einer qua- 
dratischen Gleichung vereinfachen. 


«) Unbelastete elektrische Welle 


Der wichtigste Sonderfall ist der der unbelasteten elektrischen Welle. Es wurde schon 
erwahnt, daB die Stabilitat der unbelasteten Welle in den meisten Fallen ein notwendiges und 
hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitat der Gleichlaufanordnung darstellt. Der Sonderfall, der 
unbelasteten Welle soll daher ausfiithrlicher untersucht werden. 

Im unbelasteten Zustand, gekennzeichnet durch 9 — 9 = 0, gehen die c- und d-Koeffi- 
zienten iiber in die Form: 

+ s (a? + 0) 
C41 = Cog = + const I? w s Gai ep sa? sah’ (36) 
iB (Qe ea*) (ae S(t — 0) —— state o)® 


G+a)(@p—sor+@rsapp 97) 


Gg = — Ais ——s Ay» —*—— den = const I? B 


Damit wird in Gl. (35) a4, = 0 und das Stabilitatskriterium vereinfacht sich zu 
a, = O,d,, + On, 4, > 0, 
Ay == O1 Cy + Oy Cy, + yy day — Gy dy, > 0. (38) 


=o 
Aus Gl. (36) geht hervor, daB der zweite Teil der Stabilitatsbedingung (38) stets erfiillt ist. Als 
einzige Forderung bleibt: 


a = O, dyn + O,4,, = (O, + O,) dy, > 0 


beziehungsweise : 
digo 08 (39) 


Der in Gi. (37) angegebene Dampfungskoeffizient d,, ist also fiir die unbelastete elektrische Welle 
die entscheidende Gr6B8e fiir die mehr oder weniger gute Stabilitat der Gleichlaufeinrichtung. 
Die Dampfung bei einer bestimmten Drehzahl bzw. einem bestimmten Schlupf ist abhangig von 
der Gesamtstreuung o sowie den beiden Widerstandverhaltnissen « und f. 

Es soll zunachst der Verlauf der Dampfung abhangig vom Schlupf untersucht werden 
bei Verwendung normaler Schleifringlaufermaschinen ohne besondere Zusatzwiderstande in den 
Verbindungsleitungen zwischen den Maschinen. Normal ausgefiihrte Maschinen sind im allge- 
meinen nahezu symmetrisch beziiglich dem Verhaltnis zwischen ohmschen und induktiven 
Widerstanden in Stander und Laufer, so daf fast immer annahernd gilt « = 6. Die GréBe von 
ox bzw. f liegt dabei zwischen den Werten 0,002 bei groBen Maschinen, etwa 0,01 bei mittleren 
und 0,05 bei kleinen Maschinen. Fiir diese drei Falle wurde fiir eine Gesamtstreuung von 10% 
der Dampfungsfaktor d,, nach Gl. (37) berechnet und in den Diagrammen Bild 4, 5 und 6 auf- 
gezeichnet (man beachte die verschiedenen MaBstabe). Die Bilder 4 bis 6 zeigen, da nur in der 
Nahe der synchronen Drehzahl ein Bereich mit positiver Dampfung vorhanden ist, der mit zu- 
nehmenden Werten von « und f gréBer wird. Als besonders gefahrlich fiir das Auftreten selbst- 
erregter Pendelungen ist offensichtlich der Schlupfbereich kurz nach dem Nulldurchgang der 
Dampfung anzusehen, da d,, hier ein Minimum hat. Es ist daher besonders darauf zu achten, 
daB dieses Gebiet nicht in den Betriebsbereich der elektrischen Welle fallt. Um dies im prakti- 
schen Fall verhindern zu kénnen, mu8 man den Nulldurchgang des Dampfungsfaktors d,, fiir 
beliebige Werte von « und f kennen. Man erhalt die Grenzkurven zwischen positiver und nega- 
tiver Dampfung durch Nullsetzen von Gl. (37). 

Es erweist sich als zweckmaBig, die Grenzkurven als Funktionen von « und f mit s als Para- 
meter im Diagramm darzustellen. Man kann dann anhand dieser Stabilitatskarten ent- 
scheiden, bis zu welchem Schlupf bei einer bestimmten Kombination von « und f die elektrische 
Welle stabil arbeitet bzw. wie groB a und f zu wahlen sind, um in einem bestimmten Drehzahl- 
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f(s) 
600} 
Elektrische Welle, dreiphasiger NetzanschluB 
500 Dimpfung im unbelasteten Zustand (Po F02) 
c= =0,002, O=0, 
400 d,const I7-F(s) 
300 | const=2 3 pL, (1-0) 
200 2 [Br+ec*)+ sec (1-0) ]*-s'(e*+0)* 
f(s)=p. (ie) [(ep-so)+(f+ sec)" 


100 


Bild 4. Dampfungsfaktor der dreiphasigen elektrischen Welle bei groBen Maschinen. 


fis 
120 
100 
Elektrische Welle, dreiphasiger NetzanschluB 
80 Dimpfung im unbglasteten Zustand ( Do Fog 0) 
oc=8=001, F=0/ 
60 


d,=const Ty: Fls) 


Bild 5. Dampfungsfaktor der dreiphasigen elektrischen Welle bei mittelgroBen Maschinen. 


f(s) 


Elektrische Welle , dreiphasiger NetzanschluB 
Dampfung im unbelasteten Zustand ( 97,~ 97,0) 
o=8=0,05, =O 


dy=0onst I: f(s) 


Bild 6, Dampfungsfaktor der dreiphasigen elektrischen Welle bei kleinen Maschinen. 
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bereich positive Dampfung zu erzielen. In Bild 7 ist eine Stabilitatskarte fiir ¢ = 0,1 und in 
Bild 8 eine Stabilitatskarte fiir o = 0,07 gezeichnet. Die Stabilitaétsverhaltnisse werden bei 
kleiner Streuung giinstiger. Die Diagramme zeigen, daB es bei Betrieb mit groBem Schlupf 
vorteilhaft sein kann, zusatzliche Dampfungswiderstande nicht im Laufer- sondern im Stan- 
derkreis anzuordnen. 


Elektrische Welle, dreiphasiger NetzanschluB 
Stabilitétskarte fir unbelastete Welle (¢7,-,-0) 


o=0,1 


stabil 


Bild 7. Stabilitatskarte fiir o = 0,1. 


Elektrische Welle, dreiphasiger NetzanschluB 
0/10}- Stobilitatskarte fir unbelastete Welle( @,-g2,-0) 
G=0,07 


stabil 


it 
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 Oe Om 8 


Bild 8. Stabilitatskarte fiir ¢ = 0,07. 


Wie die Bilder 4 bis 6 zeigen, sind besonders im Bereich der synchronen Drehzahl die Damp- 
fungsverhiltnisse giinstig. Andererseits ist aber gerade in diesem Bereich im stationaéren Be- 
trieb das Kippmoment besonders klein [8] und verschwindet ganz bei s = 0. Ferner wird durch 
VergréBern der Stander- oder Lauferwiderstande das Kippmoment der elektrischen Welle vor 
allem bei kleinen Werten des Schlupfes s vermindert. Der zulassige Betriebsbereich wird 
daher in der Praxis begrenzt zu kleinen Schlupfwerten hin durch das statisch maximal iiber- 
tragbare Moment und zu groBen Schlupfwerten durch die Grenze der dynamischen Stabilitat. 


6) Elektrische Welle mit groBen Schwungmassen 


Die bisher abgeleiteten Ergebnisse gelten fiir die unbelastete elektrische Welle. Im folgenden 
soll versucht werden, die Verhaltnisse bei Belastung darzustellen. Es ware dazu eine Unter- 
suchung der Stabilitatsbedingungen nach Gl. (35) erforderlich und dariiber hinaus die Beriick- 
sichtigung der Dampfung durch die Belastungsmaschine. Da diese Einfliisse nur sehr schwer zu 
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erfassen sind, soll hier an einem leichter zu ttbersehenden Sonderfall gezeigt werden, wie sich die 
Eigendaimpfung der elektrischen Welle bei Belastung andert. Sind beide oder wenigstens eine 
der mit der elektrischen Welle gekuppelten Schwungmassen relativ gro8, dann kann man in 
der charakteristischen Gl. (33) —nachdem man sie durch 0, O, geteilt hat — die Glieder mit der 
eroBen Schwungmasse im Nenner vernachlassigen. Dadurch vereinfacht sie sich, zu einer Glei- 
chung zweiten Grades und man erhalt die Stabilitatskriterien: 


2 


42> eee (40) 


wobei die c- und d-GréBen aus den Gln. (22) bis (28) zu entnehmen sind. 


Unter der Annahme, da nur eine der beiden Schwungmassen groB ist — dies ist die hartere 
Bedingung —, mu8 man fordern, da jeder der in Gl. (40) enthaltenen c- und d-Werte fiir sich 
positiv ist. Die Bedingung c,, > 0 und ¢,, > 0 ist die Voraussetzung fiir statische Stabilitat, 
d.h. daB bei zunehmender Verdrehung zwischen den beiden Wellenmaschinen die Riickstell- 
kraft nicht kleiner werden darf. Die statische Stabilitatsgrenze erhalt man durch Nullsetzen 
der Gl. (22). Da der Nenner dieser Gleichung stets positiv ist, lautet die Gleichung des Grenz- 
wertes VON 919 — P29: 


S+ (x? + 0) cos p (P19 — Yoo)'— P (1 + 0”) sin P (P19 — Pao) = 0 (41) 
und daraus: 
s (a? + o) ; 
P (P10 — P20) mar = arc toa (42) 


In Bild g sind die sich hieraus ergebenden Grenzwerte fiir ~ (~19 — Geo) fiir ox—= 0,1 und die 
drei Widerstandsverhaltnisse « = 6 = 0,002;« = B = 0,01 unda = f = 0,05 tiber dem Schlupf 
aufgetragen. Mit zunehmenden ohmschen Widerstanden nehmen die zulassigen Yerdrehungs- 
winkel stark ab, besonders bei niedrigem Schlupf. 


P( Pe Pa)nacd Elektrische Welle, dreiphasiger NetzanschluB 
Statische Stabilifdtsgrenze 


“0° Voraussetzung: wenigstens eine Schwungmasse relativ groB 


a= = 0,002 Fane o= 


Bild 9. Statische Stabilitatsgrenze bei Belastung der Welle. 


Da keine Einschrankungen gemacht werden sollen, welche der beiden Maschinen mit der 
groBen Schwungmasse behaftet ist, miissen wir bei der Untersuchung der Dampfung fiir 
(Pio — P20) das ungtinstigere Vorzeichen annehmen. Dabei geniigt die Betrachtung von 
dy, allein, da gilt dy; (P19 — P20) = 422 (— [%19 — ¥20]). Bei der Aufstellung der Stabilitatskarten 
fiir die belastete elektrische Welle ist also die Gleichung zugrunde zu legen: 


+B (1 +.9°) [6 (1 +07) + sa (1—o)] —3? a — so (1 —9) (0? + a) sin p |p19 — Go0 
(1 + a?) ne eae 4 (B.S a)? )? 


(Soo) B ie aa) SH (1 0)] 608 > |gry — a0 
(1 + a2) [ apo + B+ sa)? ri (43) 


dy, = + const 17 B 
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In Bild 10 ist die sich hiernach ergebende Stabilitatskarte fiir den Fall o = 0,1 und s = 1 dar- 
gestellt (durchgezogene Linien). Die Kurve fiir £ (Y;9 — 919) = 0 deckt sich mit der in Bild 7 
fiir s = 1 gezeichneten Grenzlinie. Die tibrigen Kurven zeigen, da® fiir starke Belastungen 
zur Vermeidung einer negativen Eigendémpfung der elektrischen Wellen gréBere Werte fiir 
«x und f gefordert werden miissen. 


Elektrische Welle, dreiphasiger NetzanschluB 
Stabilititskarte 
eine der beiden Schwungmassen relativ groB 
— — beide Schwungmassen gleich groB 
$=1, 0=0/ 


stabil 


ve instabil 

0,02 
ee ee —— te mee et eee ee 
0 0,02 0,04 0,06 0,08 O10 0/2 On4 O16 0/8 0,20 p 


Bild 10, Stabilitatskarte fiir o = 0,1 bei Belastung der Welle. 


#%s) 
24 


Elektrische Welle, dreiphasiger Netzanschlu8 
Dtimpfungsfaktor bei Belastung 
Voraussetzung: wenigstens eine der Schwungmassen relativ groB 
a =P=005; 0-01 
dy=const I; f(s) 
nach GI.(43) 


—— P(Pa- Fe0)= OF 
——~—P(Po-Peo\=30 
— =P (Pro- Pon) = 0 


Bild 11. Anderung des Dampfungsfaktors bei Belastung der Welle. 


-4 


Zur Veranschaulichung der Abhangigkeit der Dampfung von der Belastung wurde in Bild 11 
fiir verschiedene Belastungszustande die Dampfung itber dem Schlupf fiir den Falla = Bf = 0,05; 
o = 0,1 aufgetragen. Im Bereich der iiblichen Belastungen fiir elektrische Wellen (etwa 
? (Gio — Yao) < 30° el) ist die Verminderung der Dampfung nicht sehr groB. Der stabile Schlupf- 
bereich wird jedoch erheblich kleiner. 


Sind beide Schwungmassen gleich gro8, dann sind nach Gl. (40) die Stabilitats- 
forderungen: 
dy, -- dyno > 0, C11 + Cog > 0; (44) 
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Die statische Stabilitat ist in diesem Falle fiir oe < $ (919 — Y20) < + * stets erfiillt, da bei 


Summation der Gln. (22) und (25) das Sinusglied verschwindet. 
Die Bedingung fiir dynamische Stabilitat erhalt man aus der Summe der Gl. (23) und (27) zu: 


5 eonek The ee a ee 
dis “dog = 2 CONSE G +08) [ap—so)t + Bsa)? 


a G9) (B (1 + 0%) + s& (1 —@)] cos p (Pio — P20) — 3” (a? + oa)? 
haat (a+ a ((@P—soP + B+ sa) > 0. (45) 


Ein Vergleich dieses Ergebnisses mit Gl. (37) fiir die unbelastete Welle und Gl. (43) fiir die 
Welle mit ungleichen Schwungmassen zeigt, daB die Dampfung auch hier bei Belastung ge- 
ringer wird, daB aber die Verringerung nicht so stark ist wie in dem zuvor betrachteten Fall 
mit sehr ungleichen Schwungmassen. Die Stabilitaétskarte nach Gl. (45) ist in Bild 10 gestrichelt 
mit eingetragen. 


Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB8 es mit Hilfe der angegebenen Gleichungen 
und Kurven méglich ist, die zur Erzielung eines pendelfreien Betriebes erforderlichen Wider- 
stande im Einzelfall festzulegen. Leider ist es aber so, daB die Widerstande oft so gro 
gewahlt werden miissen, daB die im stationaren Betrieb zuladssige Belastung erheblich herab- 
gesetzt werden muB (vgl. Bild 9). 


Es soll daher im folgenden untersucht werden, ob durch Verwendung einer anderen Schal- 
tung oder Stromart als die Drehstromspeisung unter Umstanden giinstigere Eigenschaften 
erzielt werden k6nnen. 


2. Die Stabilitaét bei Wechselstromerregung 


Zur Berechnung unsymmetrischer Schaltungen von Drehstrommaschinen hat sich die Me- 
thode der symmetrischen Komponenten als sehr zweckmaBig erwiesen. Fiir alle Schal- 
tungen, bei denen die Strangspannungen durch die Art 
i des Netzanschlusses fest vorgegeben sind, werden die 
symmetrischen Spannungskomponenten unabhangig vom 
Schlupf und bei elektrischen Wellen auch unabhiangig 
vom Verdrehungswinkel zwischen den Lauferachsen. Bei 
diesen Schaltungen wird daher die Berechnung mit 
symmetrischen Komponenten besonders einfach und auch 
die dynamischen Eigenschaften lassen sich nach Uber- 
lagerungsgesetzen aus dem Verhalten bei symmetrischem 
Bi i Se ao elie ce NetzanschluB herleiten. Als Beispiel soll die eh-Schaltung 
ee nach Bild 12 im folgenden naher untersucht. werden. 


Stinder 


Laufer 


2.1 Schaltungen mit konstanten Spannungskomponenten (eh-Schaltung) 


Wegen der Sternschaltung ohne Nulleiter tritt kein Nullsystem auf. Die mitlaufige und 
gegenlaufige Spannungskomponente Ul, bzw. U, sind gleich groB und ergeben sich [9] zu: 


YL 1). 
m l, 3 (46) 
Die Drehmomente lassen sich in diesem Fall ohne Kenntnis der Stréme direkt aus den Dreh- 
momenten der dreiphasigen symmetrischen Speisung berechnen, da sich das Gesamtdrehmoment 
durch Uberlagerung der Teildrehmomente wie folgt ergibt: 


Ley 


Un |? 
U3 Pa : 


M,=+M 
‘ ay ? ue Ph 


+ M, (47) 


m™ 
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Unter Beriicksichtigung der Gl. (46) sowie der Tatsache, daB Uy = J/ 3: U, p, ist, wenn unter 


Uy die verkettete und unter UU, p, die Sternspannung des symmetrischen Drehstromsystems 
verstanden wird, wird das Drehmoment der Wellenmaschine y: 


M, a == (My + M,,) aie (48) 


Das Drehmoment des gegenlaufigen Spannungssystems M, léBt sich aus dem Drehmoment 
des mitlaufigen Systems M,, berechnen, wenn man den Schlupfs durch 2 —s ersetzt und die 
Vorzeichen von gy, und @, sowie J und J, vertauscht. Es gilt dann: 

M,, (8; 91; G2; 11; Ls) = — My» (2—s;—93—mi—N;—f) : (49) 
Gl. (48) geht iiber in: 


4 . . . & ‘ 
M yen = 3. es ere c P15 Po; Bes Ls) aa M, m (2 S; 1; P25 Pe l 2) | . (48a) 


Damit sind die zur Berechnung des dynamischen Verhaltens erforderlichen Drehmomente be- 
kannt. Man kann die Gl. (48a)wiederum in die Form der Gl. (20) und (21) kleiden und erhalt 
daraus die c- und d-Koeffizienten fiir die eh-Schaltung: 


C11eh = — “r20eh = [es (S; P10} P20) + &11 (2 —S; — Pro; — F20)] (50) 
dis en =~ (dia (8; Pro; P20) + 11 (2 — 8; — $30; — Pao) (51) 
dazex == [daa (83 P1035 P20) + daz (2 — 8; — F103 — Pea) (52) 
Co2eh = — Carch = = [Coe ($3 Pros Peo) + C22 (2 — 8; — F103 — Yao)] » (53) 
dssen =~ [an (8; P03 P20) + dar (2— 8; — 910i — Pro] > (54) 
ds. = = [40 (S; P10; P20) + 4e2 (2 — S; — P20; — Fr0)] - (55) 


Die c- und d-Glieder auf der rechten Seite der Gleichungen sind dabei den entsprechenden Gln. 
(22) bis (28) fiir Drehstromspeisung zu entnehmen. 

Die dynamische Untersuchung wird in analoger Weise wie im Abschnitt 1 fiir sym- 
metrischen NetzanschluB durchgefiihrt. Wir betrachten zunachst wieder den Sonderfall der 
unbelasteten elektrischen Welle. Fiir die eh-Schaltung ergeben sich in diesem Falle: 


Cy1eh = — "i2ch = Co2ch = — Caieh 
I 15 s (a? + @) 
cl 3 const Li oe \ (1 we a2) [(a p ar, a)? E(B +5 o)?] 
: (2—s) (64 +9) : 
@—9 Gy aHiep—e—9P+B+e—gep 
Asseh ae Asa eh = dna ch aa ee das en 


— +—const I? p le ee = areal = ah 

= y (1 ++ a?) [(4 B — so)? + (B + sa)*P 
[pits37) (2 —3)0 a o)h = (2s o)*| 

(+a) (ap—@—JoP+ B+ O—9arF J oe. 

Damit vereinfacht sich die charakteristische Gleichung wiederum zu einer Gleichung 2. Grades 


mit den Stabilitatsbedingungen: 
Ci O, da 0, Qiich = (O, “fe Oz) disc 2 Os 


a, = 0, Coach a 0, Cireh ae dy, ch d,, ch ae daa ch dos ch = (OC, Ss O,) Crich = O.- (58) 
ee ee 


=) 


Da, wie Gl. (56) zeigt, unter allen Umstanden c,, ,, > 0 ist, bleibt als einzige Stabilitatsbedingung : 
di, eh > O. (59) 
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Es soll zunachst gezeigt werden, wie bei symmetrisch gebauten Maschinen mit o& = fp. der 
Dampfungsfaktor d,,,, abhangig vom Schlupf sich andert, wobei wieder die drei Falle « = lose 
= 0,002, x = 6 = 0,01 und a = f = 0,05 betrachtet weren sollen. Die entsprechenden Kurven 
nach Gl. (57) sind fiir o = 0,1 in den Bildern 13, 14 und 15 aufgezeichnet (in Bild 15 die durch- 


bis+447 fon (6) 


16 
Elektrische Welle eh-Schaltung 
Dampfung im unbelasteten Zustand 
(Yo-Po09) 
a=f = 0,002, 0-0/1 
Aen = const iF fey (8) 
nach GI.(57) 


Bild 13. Dampfungsfaktor der einphasigen elektrischen Welle bei gro8en Maschinen, 


bis+33,3 
fon(s)4 


Elektrische Welle, eh-Schattung 


Dampfung im unbelosteten Zustand 


(Pay Poq=0) 
a=f=001, 0-0) 


A449, =const Ii feh (s) 
nach Gl. (57) 


8 |- 


6+ 


Al 


Bild 14. Dampfungsfaktor der cinphasigen elektrischen Welle bei mittelgroB8en Maschinen. 


Elektrische Welle, fa(5) 

eh-Schaltung if 

Diimpfungsfaktor bee 
bei Belastung. ——PPo- Pax)= 9 


° 


Vorgussetzung: ~~~ PPro-Frp)=80 
wenigstens eine aera D(PrePao)= 90° 
der Schwungmassen 

relativ groB 


0¢=B=0,05; 0-011 | 


SS 4 ee 
“lr drjey=const Ji, fe (3) 
-8 5 


Bild 15. Dampfungsfaktor der einphasigen elektrischen Welle bei kleinen Maschinen, 


gezogene Linie). Es zeigt sich, daB auch bei der eh-Schaltung in einem weiten Drehzahl- 
bereich eine negative Eigendampfung der elektrischen Welle festzustellen ist. Besonders 
bei kleinen Widerstandsverh4ltnissen « und # ist ein ausgepragtes Minimum der Damp- 
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fung vorhanden, das sich bei zunehmendem ohmschen Widerstand zu gréBeren Schlupfwerten 
hin verlagert. Durch VergréBern der ohmschen Widerstande 1laBt sich offenbar auch 
bei der eh-Schaltung der Schlupfbereich mit positiver Dampfung vergréBern. So ist bei « = 
= PB = 0,05 in einem weiten Bereich die Dampfung der elektrischen Welle positiv. Die beiden 
Drehrichtungen sind natiirlich in jeder Beziehung gleichwertig. 


Elektrische Welle, eh-Schaltung 
Stabilitttskarte fiir unbelastete Welle (For nx) =0 
o=0/ 


0 0,02 0,04 0,06 0,08 0/0 Oe O14 0/6 p 


Bild 16. Stabilitatskarte fiir einphasige elektrische Welle. 


Auch fiir die eh-Schaltung kann man Stabilitatskarten aufstellen mit deren Hilfe man 
feststellen kann, wie groB die Widerstandsverhaltnisse « und 6 gemacht werden miissen, um bis zu 
einem bestimmten Schlupf positive Dampfung zu erzielen. In Bild 16 ist eine solche Stabilitats- 
karte fiir Maschinen mit o = 0,1 dargestellt. Es ergibt sich, daB die erforderlichen Dampfungs- 
widerstande etwa so groB sind wie bei elektrischen Wellen mit dreiphasigem NetzanschluB. 

Die Stabilitat der belasteten elektrischen Welle in eh-Schaltung soll wieder am Beispiel 
der mit relativ groBen Schwungmassen gekuppelten Maschinen untersucht werden. Die 
im Abschnitt 1.2 durchgefiihrte Rechnung fiihrt auch hier zu den Stabilitatskriterien: 

dis eh da26 Crieh C22e 
oui aa (60) 
Da jede der beiden Schwungmassen die gréBere sein kann, und da d,, 4; (8; jo — Yoo) = Aroeh 
(Ss; — [P10 — Peo]) UNd Cys 04 (8 Pro — Peo) = Coren (8; —[P10—Fi1]) ist, sind die Bedingungen 
dich > Oo, Ci1ch > O (61) 


notwendige und hinreichende Stabilitatskriterien, wenn man fiir @,)9 — go das ungiinstigere 
Vorzeichen wahlt. 
Aus den Gln. (50) und (51) in Verbindung mit Gl. (22) und (23) erhalt man: 
s? (a? + a) cos p (Pio — 20) eos (1 + a?) sin p (P19 — P20) 
(1 + a7) {(@ B — so)? + (B + sa)?} 
(2 —s)* (a + o) cos p (Pro me t (2—s) B (1 + 0) sin p (P10 — 20) | (62) 


z 2 
Cea c= + es const [7 w 


am (1 + a) {[a B — (2—s) oP + [6 + (2—s) oP} j 
1 2 “op (tt Oy Lp (it) 4 So (1——o) | —s* mises b —s*a (1 —o) (a? +0) sin p (Pip — P20) 
dasa = + const 128} (1 + a) [(o B — so)? + (B + sa)?P 
sa (1 —o) [B (1 + 0) + sa (1 —0)] cos p (P19 — %20) 
as (1 + a2) [(a B —so)? + [6 + sa)? 


B (1 +02) [(B (4 + a?) + (2 —s) a (1 —o)] — (2 — ss)? (0? 4+ of)? + (2—s)?a (1 —9) (a? + a) sin p (P19 — P20) 
(1 + 0?) {fa B — (2 —s) oP + [6 + (2s) oP} 
(2 —s) a (1 —o) [8 (1 +09) + (2 —5) a (1 —o)] cos P (Pip — H20)| (63) 
(1 + 0”) {[a B — (2 —s) oP + [B-+(2 — s) oP I" 
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Die zweite Bedingung aus Gl. (61) ist die Forderung fiir statische Stabilitat. Der statisch 
maximal zulassige Verdrehungswinkel ergibt sich durch Nullsetzen der Gl. (62) zu: 


p (Y10 — ¥e0) max = 
os py | Cet oS Mle Bb — (2 9) EE TB oe Ae Ne (64) 
ATC NS |B (a + a4) (s {[aB — (2s) oP + [6 + (2s) a} — (2 —5) {a B —sof + [B + saF}) 


Hiernach wurden fiir die drei Falle « = 8 = 0,002; « =f = 0,01 und « = f = 0,05 bei einer 
Streuung o = 0,1 die zulassigen Werte fiir (79 — Yao) berechnet und im Diagramm in Bild 17 
aufgetragen. Die Kurven zeigen, daB bei der eh-Schaltung die statische Stabilitat groBere 
Verdrehungswinkel zulaBt als bei der dreiphasigen Schaltung (vgl. Bild 9). 


DPy- Pop Neg Elektrische Welle, eh—Schaltung 
Statische Stabilitatsgrenze 
Voraussetzung: eine Schwungmasse relativ groB 


40° 
—_ «=f= 0,05 
a —-—-—a=f=0,0\ 
20 - —-—a=fp= 0,002 
t i i] ) 0° i ! ! = 
4 =05 0 +05 +4 +05 0 =05 =1 § 


Bild 17. Statische Stabilitatsgrenze bei Belastung der einphasigen elektrischen Welle. 


Der erste Teil der Gl. (61) ist die Bedingung fiir dynamische Stabilitat. Aus Bild 15 
ist ersichtlich, wie sich der Dampfungsfaktor bei zunehmender Belastung andert. In diesem 
Diagramm ist fiir Wellenmaschinen mit « = 6 = 0,05 und o = 0,1 fiir die drei Belastungs- 


oa | 


0,14 


Elektrische Welle, eh-Schaltung 
Stabilitatskarte, wenigstens eine der Schwungmassen relativ gro8 


So; 06=0,1 


PP) 


Bild 19. Elektrische Welle mit ek-Schaltung der 


0,06}- Standerwicklung. 
0,04 ; 
instabil 
0,02}- 
! n ! 1 ee ee ee ee Bild 18 (links). Stabilitatskarte bei Belastung der 
0 0,02 0,04 0,06 0,08 040 0/2 0,4 p einphasigen elektrischen Welle. 


zustinde  (%19 — Yao) = 0 “el; p (P19 — Hao) = 30 Pel und p (G19 — Goo) = 60 °el der Dampfungs- 
faktor d,,,, tiber dem Schlupf aufgetragen. Man erkennt, da8 bei den tiblichen Belastungen 
fiir elektrische Wellen mit Verdrehungswinkeln bis etwa 30 [el] die Verminderung der Dampfung 
nicht sehr groB ist. Bei kleineren Werten von « und f ist die Anderung der Dampfung noch 
wesentlich geringer. 
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Die Stabilitatskarten fir die belastete elektrische Welle ergeben sich durch Nullsetzen 
der Gl. (63). Fiir den Fall s = 1 und o = 0,1 ist in Bild 18 die Stabilitatskarte aufgestellt. Ein 
Vergleich mit der entsprechenden Karte fiir elektrische Wellen mit Drehstromspeisung in Bild 10 
zeigt, daB bei einphasigen elektrischen Wellen kleinere Dampfungswiderstande zur Vermeidung 
selbsterregter Pendelungen geniigen. 


2.2 Einphasige Schaltung mit kurzgeschlossenem 3. Standerstrang (ek-Schaltung) 


Die Schaltung nach Bild 19 wird neben der oben behandelten ef-Schaltung oft angewendet. 
Zwei Wicklungsstrange werden in Reihe an Wechselspannung angeschlossen, wahrend der dritte 
Strang kurzgeschlossen ist. 

Aus dem Ansatz (vgl. Bild 19) 


De a (bis — see (65) 
Us 0) (66) 
Oy = Be = 0 (67) 


erhalt man die symmetrischen Komponenten der Standerspannung zu: 


25 
a Og 2 4° j: 
Mi Uy oe ia a a ie (68) 
1 —4@ Oy + Mg + 49 
eee ai eee 6 
hee ali Ge a a Ne 
g al NLL e Gn 4 Gg 4 qo? ( Q) 
a Cae Ge 
(ee ee ee (70) 
1 —G Om ag + 49 


wobei unter q°, q,, und g, die symmetrischen Leitwertkomponenten fiir das Nullsystem, das 


mitlaufige und das gegenlaufige System zu verstehen sind. 
Das Drehmoment bei ek-Schaltung ist dann: 


Breas | IW 


| 
| es —° iim a 
spel [Us pn| * 7-8! Thy pa (71) 


M,, = Me 


Das Nullsystem der Spannung erzeugt ein Wechselfeld dreifacher Polzahl. Da fiir elektrische 
Wellen nur Schleifringlaufermotoren mit iiblicherweise in Stern geschalteter Lauferwicklung 
verwendet werden, kénnen durch das Nullsystem in der Lauferwicklung keine Stréme ver- 
ursacht werden und es ist: 


M° —| 0 (72) 
und Gl. (71) vereinfacht sich zu: 
|e ie Viele 
Wh, as VL Ne EY | 
es i Ul; _ | 8 | U3 Ph (73) 


Es ist nun einiges iiber die Bestimmung der in den Gln. (68) bis (70) enthaltenen Leitwert- 
komponenten 9°, q,, und q, zu sagen. Sie sind definiert durch die Beziehungen 
co] 


Tears J n= Gin Vins Je= 9,4 (74) 


wobei unter J°, J,, und J, die symmetrischen Komponenten der Stréme zu verstehen sind. 
Die Leitwertkomponente q,,, kann direkt aus den im ersten Teil dieser Arbeit fiir symmetrischen 
Netzanschlu8 der Wellenmaschinen abgeleiteten Beziehungen entnommen werden. Die Kom- 
ponente g, ist der Proportionalitaétsfaktor zwischen Strom und Spannung ftir den Fall einer 
mit vertauschter Phasenfolge an ein symmetrisches Drehstromnetz angeschlossenen elektrischen 
Welle. Auch dieser Faktor kann als bekannt angesehen werden, wenn man beriicksichtigt, daB 


§ 


Ge (S513 Gas 14; L's) = Gy (2 A) a ieee ie eT: (75) 


Der Leitwert g° ist zunachst nicht bekannt. Nach einer Arbeit von JORDAN u. LAx [4] kann 
man diese GréBe fiir Drehstrommaschinen aus dem Leitwert des mitlaufigen Systems naherungs- 
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weise berechnen. Bei elektrischen Wellen aus in Stern geschalteten Schleifringlaufermaschinen 
ergibt sich nach der Arbeit sinngemaB: 

0 c 2 Ip 9 Sp \" 6 
g = G,,(S = 0; @, = 0; 1, = 0) 4 |e 2 (76) 


2 \E3p 


mit 
&, = Wicklungsfaktor der Standerwicklung fiir die Grundwelle 


3p = Wicklungsfaktor der Standerwicklung fiir die 3. Oberwelle. 


Die GréBe des Leitwertes g° ist demnach unabhangig von s, m und J’, da in der Lauferwicklung 
durch das Nullsystem keine Stréme erzeugt werden k6nnen. 

Mit der Bestimmung der Leitwertkomponenten sind im Prinzip alle GréBen zur Berechnung 
der Spannungskomponenten und damit der Drehmomente bekannt. Die praktische Auswertung 
dieser allgemeinen Gleichungen ist jedoch recht umstandlich, da im Gegensatz zur eh-Schaltung 
bei der hier betrachteten ek-Schaltung die symmetrischen Spannungskomponenten keine 


Konstanten sind, sondern Funktionen von s,q, und I’, 


Unter bestimmten Voraussetzungen ]aBt sich jedoch auch das Verhalten der ek-Schaltung 
in einfacher Weise tibersehen. Aus Gl. (76) geht hervor, daB der Leitwert g° u. a. abhangig ist 
von dem quadratischen Verhaltnis der Wicklungsfaktoren von Grundwelle und 3. Oberwelle. 
Bei Zweischichtwicklungen mit verkiirztem Wickelschritt, wie sie heute verbreitet An- 
wendung finden, ist dieses Verhaltnis meistens sehr viel gré8er als 1 und wird im Falle einer | 
Wicklung mit einer Schrittverkiirzung um 1/, Polteilung oo. Fiir alle Fille, in denen gilt: 


g>g, und SQ, (77) 


werden die Spannungskomponenten praktisch unabhangig von den Leitwerten und die 
Gln. (68) und (69) vereinfachen sich zu: 


AN PS — — ils , (78) 
if 1 
Ap ~ 4- 1 =e Wee . (79) 


ee ee 7 Wid fernete Wa 3 - Ul, p, ergibt sich 
eee 3 


1 SEs : : 
= —und mit Gl. (73) das Drehmoment der Wellenmaschine y zu: 


r ts : : | @ 
Unter Beriicksichtigung, Ets =e 
Si 


Un 
U3 Ph 


1 
Ve F (Ae ieee een eae Ar (80) 


vIn 


bzw. bei Beachtung von Gl. (49): 


tue ae pee 
My ck sel (8,01; 02514; 1,)— M2 SO le (81) 


a 3 


Dieses Ergebnis besagt, daB unter den hier gemachten Voraussetzungen die Drehmomente 

der eh-Schaltung und der ek-Schaltung in gleicher Weise abhangig sind von den Parametern s, 
; : ; : vane 

g, und /’,, daB sich aber die Betraége der Momente in jedem Falle um den konstanten Faktor 

3/4 unterscheiden: 


os (82) 


3 
M,.—=——M 
vek 4 


Dies hat seine Ursache darin, daB bei gleicher Wicklungsauslegung und AnschluB an die gleiche 
Netzspannung bei e#-Schaltung der Flu im Verhaltnis 2/)/3 groBer als bei ek-Schaltung. Die 
Auslegung der Wicklung kénnte auch so gewahlt werden, daB bei beiden Schaltungen gleiche 
Momente auftreten. 

Die Ergebnisse der dynamischen Untersuchung der eh-Schaltung behalten fiir den hier 
betrachteten Fall der ek-Schaltung uneingeschrankt Giiltigkeit. Die Stabilitatskarten kénnen 
unverdandert angewendet werden. 
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3. Die Stabilitat bei Gleichstromspeisung 


Die elektrische Welle aus normalen Drehstrommaschinen mit Gleichstromerregung im Stander 
in der eh-Schaltung analog Bild 12 ist von JoRDAN und Lax [5] eingehend untersucht worden 
mit dem Ergebnis, da elektrische Wellen in dieser Schaltung immer stabil arbeiten, wenn 
bei den verschiedenen Betriebszustanden folgende Bedingungen erfiillt sind: 


a) Bei unbelasteterWelle (i—s)>B8, 
b) Bei Belastung mit groBen Schwungmassen (i Sep OO g = pall 
c) Im allgemeinen Fall (teens) persia ae alae 


1— [P (Pio — F20)? 


Die Stabilitatsforderungen besagen, daB, abgesehen von sehr niedrigen Drehzahlen, bei 
normalen Belastungen der Betrieb stets stabil ist. Es wird in der Arbeit noch nachgewiesen, 
daB die elektrische Dampfung bei Gleichstromspeisung um Zehnerpotenzen besser ist als etwa 
bei Drehstromspeisung. Diese Tatsache gibt zu der Vermutung Anla8, da durch eine zu- 
satzliche Einspeisung eines Gleichstromanteiles bei elektrischen Wellen mit Dreh- 
strom- oder Wechselstromspeisung eine erhebliche Verbesserung des dynamischen Ver- 
haltens erzielt werden kann. 


Man kann die Rechnung in gleicher Weise durchfiihren wie bei Drehstrom, wenn man sich 
das Gleichfeld aus einem Drehfeld entstanden denkt, dessen Frequenz bis auf Null herabgesetzt 
wurde. Der Effektivwert J, des aquivalenten 
Strangstromes ergibt sich aus der GrdBe des 
eingespeisten Gleichstromes J,,, fiir die eh-Schal- stander &h 
tung nach Bild 12 zu: to 


R 
AY 


Stander 2 


ee 2 Ley (83) a ek-Schaltung 


und fiir die ek-Schaltung ahnlich Bild 19 zu: 


Te = IE Le ; (84) Stainder 4 Stinder 2 
3 os 
Die von JoRDAN und Lax berechnete eh-Schal- (| Z id 
tung mit Gleichstromspeisung hat in dem hier B 
untersuchten Fall der unbelasteten elektrischen b Der ek-Schaltung gleichwertige Schaltung 


Welle den Dampfungsfaktor 


Po® Ppl: 
disci = apes Ly (lo) ie 7, 


EBS st v(das) oT 
(uo). (ese 8)" eel 
a —— ~ f 85 . SH inder 2 
x [B? + (1 —s)?P | (85) Standen 4 
Es soll die Frage untersucht werden, ob durch 
zusatzliche Einspeisung von Gleichstrom bei Dane 
elektrischen Wellen mit Wechselstrom- oder ¢ ek-Schaltung mit zusiitzlicher Gleichstromeinspeisung 
Drehstromspeisung eine Verbesserung der Sta- : 
She , . Bild 20. Standerschaltung fiir Wechselstrom- und Gleichstrom- 
bilitat erzielt werden kann. speisung. Laufer gleichphasig verbunden. 


3.1 Gleichzeitige Wechselstrom- und Gleichstromspeisung 


Bei Wechselstromspeisung hat man die Méglichkeit, nur einen oder zwei Strange der 
Standerwicklung an das Netz anzuschlieBen und in die verbleibenden Wicklungsstrange Gleich- 
strom einzuspeisen. Es ist dabei méglichst eine solche Schaltung auszuwahlen, daf die 
Gleichstromquelle nicht mit Wechselspannung beansprucht wird, da das zu unliebsamen 
Riickwirkungen auf evtl. verwendete Gleichrichter o. 4. fiihren kénnte. 


nN 
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In Bild 20a ist noch einmal die im Abschnitt 2.2 untersuchte ek-Schaltung dargestellt. 
Bei unbelasteter Welle ist in beiden Maschinen nur der durch die angelegte Wechselspannung 
bedingte Hauptflu8 entsprechend der EMK £, vorhanden. Bei Belastung werden die Laufer 
gegeneinander verdreht und dadurch in den kurzgeschlossenen Strangen Spannungen £, indu- 
ziert, die in den beiden Maschinen entgegengesetzt gerichtet sind, da die Laufer relativ zuein- 
ander in entgegengesetzter Richtung verdreht wurden. Die Stréme in den kurzgeschlossenen 
Wicklungsstrangen sind daher auch gleich groB aber beziiglich ihrer Phasenlage in Opposition. 
Man verandert demnach nicht die Eigenschaften der Schaltung, wenn man die kurzgeschlossenen 
Strange nach Bild 2ob in Reihe schaltet, und die Spannung zwischen den in diesem Bild mit A 
und B bezeichneten Punkten wird in jedem Falle Null. Man kann daher ohne St6rung der 
Gleichstromquelle und ohne Beeinflussung der Betriebseigenschaften der wechselstromerregten 
elektrischen Welle, wie in Bild 20c gezeichnet, einen Gleichstrom einspeisen. 


Die dynamischen Eigenschaften dieser Schaltung kénnen aus den Ergebnissen der 
Untersuchungen fiir Wechselstrom- bzw. Gleichstromerregung nach dem Uberlagerungs- 
prinzip hergeleitet werden, da die Stréme sich in ihren Frequenzen unterscheiden und daher 
gegenseltig nicht beeinflussen. 


Betrachten wir die Stabilitat der unbelasteten elektrischen Welle, dann ist fiir die 
Dampfung des Wechselstromsystems Gl. (63) in Verbindung mit Gl. (82) zugrunde zu legen 
und fiir das Gleichstromsystem die Gl. (85). In den Bildern 21 bis 23 sind fiir die drei bevorzugt 
betrachteten Falle der symmetrischen Maschinen mit « = S = 0,002; «= £6=0,01 und 
« =f = 0,05 die Dampfungskoeffizienten abhangig vom Schlupf aufgetragen. Die Kurven 
sind mafstablich, wenn der Gleichstromanteil J, gleich dem Magnetisierungstrom J,, gewahlt 
wird. Ein Vergleich der Kurven zeigt, da8 der Dampfungsfaktor des Gleichstromsystems 
etwa um den Faktor 30 gr6éBer ist als der Betrag des gréBten negativen Wertes bei Wechsel- 
stromspeisung. Die Dampfungsfaktoren sind quadratisch abhangig vom Erregerstrom. Es 
wiirde demnach bei dieser Schaltung ein Gleichstromanteil von J, > 0,2 J, ausreichen, 
am im ganzen Drehzahlbereich im Leerlauf eine positive elektrische Dampfung zu gewahr- 
leisten. Der Wert des einzuspeisenden Gleichstromes /¢, ergibt sich fiir die Schaltung nach 


Bild ZOGZAL Te = 


) 


a 


/ 


tL es OA25 a 


nd | 


3.2 Gleichzeitige Drehstrom- und Gleichstromspeisung 


Bekanntlich ist bei Schaltungen mit Drehstromspeisung die Typenausnutzung wesent- 
lich besser als bei elektrischen Wellen mit einphasigem NetzanschluB. Mit Riicksicht auf die 
besonders bei Drehstromspeisung ungiinstigen dynamischen Verhaltnisse ist es jedoch — wie 
im Abschnitt 1 gezeigt wurde — erforderlich, zusatzliche Dampfungswiderstande vorzu- 
sehen. Diese Widerstande haben zur Folge, daB die im stationaren Betrieb tibertragbaren Dreh- 
momente kleiner werden und damit die Typenausnutzung schlechter wird. Elektrische 
Wellen mit Drehstromerregung kénnen oft nur mit einem Bruchteil des Momentes belastet 
werden, das zuldssig ware, wenn man auf die dynamischen Verhaltnisse keine Riicksicht zu 
nehmen brauchte. 


Als Abhilfe bietet sich an, durch zusatzliche Einspeisung eines Gleichstromanteiles, 
dessen GroBe noch zu bestimmen sein wird, die Stabilitat dreiphasig erregter elektrischer Wellen 
zu verbessern. Dem steht aber eine Schwierigkeit entgegen: Bei Verwendung normaler Dreh- 
strommaschinen steht keine freie Wicklung fiir die Gleichstromspeisung zur Verfiigung, da 
alle drei Wicklungsstrange an das Drehstromnetz angeschlossen sind. Man muB daher entweder 
Maschinen mit einer zusatzlichen Wicklung fiir den Gleichstromanteil bauen oder auf irgendeine 
Weise die am Drehstromnetz liegende Wicklung gleichzeitig zur Gleichstromeinspeisung aus- 
nutzen. Fiir beide Méglichkeiten sei je ein Beispiel angefithrt. 


In Bild 24 ist die Schaltung einer dreiphasigen elektrischen Welle mit zusatzlicher Gleich- 
stromspeisung nach der ersten Art gezeigt. Beide Wellenmaschinen haben im Stander in gleicher 
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x (S)¢ 
Tei(S) Elektrische Welle, Schaltung nach Bild 20c 
600}- Déimpfung im unbelasteten Zustand 
o=F=0,002 ; 0=0) 
500 |- 


+06 +0,4 - 
yy ox =const 1 fer (S) 


~4004 dyyg)=const I?- fy (s) 


Bild 21. Dampfungsfaktoren, fiir Wechselstrom- und Gleichstromspeisung bei groSen Maschinen. 


‘w(°)4 Eletrische Welle, Schatung nach Bid 20e 
ail(§) Dimpfung im unbelasteten Zustand 
(4 a= 0,01. 0=0/1 


= 1 1 i lt 0 ! t Hl 1 f ie 
AN 0 +O2— +e +06 +08 +“ +08 «06 0% #02 0 -Y— $ 


© Pie 
Ayo, = const I, °F. (S) 


/ 


diy) =const I; f(s) 


Bild 22. Dampfungsfaktoren fiir Wechselstrom- und Gleichstromspeisung bei mittelgrofen Maschinen. 


Tex (S)A 
f(s) Elektrische Welle, Schaltung nach Bild 20c 
* Dampfung im unbelasteten Zustand 
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Bild 23. Dampfungsfaktoren fiir Wechselstrom- und Gleichstromspeisung bei kleinen Maschinen. 
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raumlicher Lage je eine Zusatzwicklung fiir Gleichstromeinspeisung, die entgegengesetzt in 
Reihe an Gleichspannung angeschlossen sind. Die Drehstromwicklungen der beiden Maschinen 
sind mit vertauschter Phasenfolge miteinander verbunden, so dali die Drehfelder in entgegen- 
gesetzter Richtung umlaufen. Die Drehrichtung der Laufer kann mit dem Umlaufsinn der 
Drehfelder iibereinstimmen oder ihr entgegengesetzt sein. Die in der Zusatzwicklung induzierten 
Wechselspannungen sind entgegen geschaltet und daher ohne Riickwirkung auf die Gleich- 
spannungsquelle. Die GréBe des Gleichstromes kann man nach Bedarf einstellen. 
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Bild 24. Elektrische Welle mit Drehstromerregung Bild 25. Elektrische Welle mit Drehstromspeisung und Gleichrichter 
und Zusatzwicklung fiir Gleichstrom. in einem Strang der Netzzuleitung. 


Eine andere Schaltung, die mit normal gebauten Maschinen auskommt, ist in Bild 25 gezeigt. 
Die Wicklungen sind in der iiblichen Weise als elektrische Welle geschaltet. Der Gleichstrom- 
anteil wird dadurch erzeugt, daB in eine Phase der gemeinsamen Netzzuleitung ein Gleich- 
richter eingeschaltet ist. Da der dem Netz entnommene Strom auch bei normaler Belastung fast 
ausschlieBlich Magnetisierungsstrom ist, erhalt man die Wirkung eines Einphasengleichrichters 
mit induktiver Belastung, d. h. es iiberlagert sich dem ungestort flieBenden Magnetisierungsstrom 
ein Gleichstrom konstanter GréBe. Man hat allerdings bei dieser Schaltung keine direkte Még- 
ichkeit der EinfluBnahme auf die GréBe des Gleichstromanteiles. 


Es sei hier nicht naher auf die Besonderheiten der einzelnen Schaltungen eingegangen. Es soll 
lediglich untersucht werden, wie groB der Gleichstromanteil sein mtiBte, um die mehr oder weniger 
stark negative Dampfung des Drehstromsystems zu kompensieren. Die Dampfungsfaktoren fiir 
Gleichstromspeisung aus den Bildern 21 bis 23 sind dazu mit denen fiir Drehstromspeisung aus 
Bild 4 bis 6 zu vergleichen. 


Es ergibt sich, daf{ — abgesehen von sehr niedrigen Drehzahlen — die Dampfung bei 


Gleichstromspeisung das gfache des Minimalwertes bei Drehstromspeisung betragt, wenn man 
I, = I, macht. Wegen der quadratischen Abhangigkeit der Dampfungsfaktoren vom Erreger- 


strom wiirde also J, = x I, d. h. ein effektiver Gleichstrom von 1/3 des Magnetisierungs- 


stromes ausreichen, um im Leerlauf eine negative elektrische Dampfung zu vermeiden. 


4. Versuche 


Zur Uberpriifung der Rechenergebnisse wurden Messungen durchgefiihrt. 


Die untersuchte elektrische Welle bestand aus zwei gleichen Schleifringlaufermaschinen der 
Fa. SSW Type R 59 n—4. Die Maschinen hatten 4polige Wicklungen und ihre Nennleistungen 
als Schleifringlaufermotoren waren 5 kW. Um Sattigungseinfliisse auszuschalten, wurden die 
Messungen bei halber Nennspannung durchgefiihrt, Bei dieser Spannung waren die Daten 
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der Maschinen: « =—— 
One 
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Der Versuchsaufbau geht aus Bild 26 hervor. Die Wellenmaschine 1 ist mit einem An- 
triebsmotor gekuppelt, der mit einer groBen Schwungscheibe versehen ist. Dadurch wird er- 
reicht, da bei Pendelungen der elektrischen Welle die Drehzahlschwankungen der angetriebenen 
Maschine geringfiigig sind, so daB die wirksame Dampfung durch die Antriebsmaschine verhalt- 
nismaBig klein ist. Auf das freie Wellenende der Wellenmaschine 2 ist ein Drehbeschleunigungs- 
messer aufgezogen, der eine der Drehbeschleunigung proportionale Spannung abgibt. 


Oszillograph 


Drehbeschleunigungsmesser 


R 
5 
, 


Photozelle 
X 


Kurvenscheibe 
Schwungrad 


Bild 26. Versuchsanordnung. 


Die zeitliche Anderung der Drehbeschleunigung bei plétzlicher Entlastung ist von der Form: 


== Bee Ta cos Oia (86) 
mit 
2 Ores 
ie == 5) 8 
ad ee ( 7) 
und 
0,0, 
0 ae (88) 


res — ©, + O, 


Aus den Oszillogrammen der Drehbeschleunigung kann man die Dampfungszeitkonstanten 7, 
ausmessen und daraus den Dampfungsfaktor d,, berechnen. 


Die Gesamtschwungmasse der Antriebsseite betrug 0, = 0,195 kpms?, die Schwungmasse 
der Empfangerseite 9, = 0,00412 kpm s?. 

In Bild 27 sind einige im dreiphasen Betrieb aufgenommene Oszillogramme gezeigt. In 
Bild 29 ist der fiir die untersuchte Maschine errechnete Dampfungsfaktor gezeichnet und dazu 
sind die gemessenen Werte eingetragen. Im Stillstand wirkt die Reibung als zusatzliche Damp- 
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Bild 27. Elektrische Ausgleichswelle mit dreiphasigem Netzan 3. Oszillogramme der Drehbeschleunigung bei Pendelungen. 
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Bild 28. Elektrische Ausgleichswelle in ei-Schaltung. Oszillogramme der Drehbeschleunigung bei Pendelungen. 
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Bild 29. Dreiphasiger NetzanschluB. Bild 30. Dreiphasiger Netzanschlu8, Liuferwiderstand verfiinffacht. 
Gegentiberstellung von Rechnungs- und MeBergebnissen. Gegentiberstellung von Rechnungs- und MeBergebnissen. 
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Bild 31. eh-Schaltung. 


; 3 Bild 32. ek-Schaltung. 
Gegeniiberstellung von Rechnungs- und MeBergebnissen. 


Gegeniiberstellung von Rechnungs- und MeBergebnissen, 
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fung. Der MeBwert der Dampfung beis = 1 (Kreuz in Bild 29) liegt daher wesentlich héher als 
die vorausberechnete elektromagnetische Dampfung. Bild 30 zeigt die Dampfungsverhdltnisse 
ftir den Fall, daB durch Einschalten von Widerstanden in die Verbindungsleitungen der Laufer- 
widerstand verfiinffacht wird. 


Weiterhin wurde die elektrische Welle in eh-Schaltung und in ek-Schaltung untersucht. Die 
Gegentiberstellung von Messung und Rechnung in Bild 31 und 32 zeigt die grundsatzliche Uber- 
einstimmung. Der Betrag der Dampfung bei s = 0 ist stark abhangig von den ohmschen Wider- 
standen. Die Abweichungen kénnen als Folge der Wicklungserwarmung und der Ungenauigkeit 
bei der Beriicksichtigung der Biirstentibergangswiderstande angesehen werden. In Bild 28 sind 
einige Oszillogramme der Messungen in eh-Schaltung wiedergegeben. 
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Bild 33. Gleichzeitige Einspeisung von Wechselstrom und Gleichstrom. 
Gegeniiberstellung von Rechnungs- und MeBergebnissen. 


Zur Uberpriifung der dampfenden Wirkung einer zusatzlichen Gleichstromspeisung wurde die 
ek-Schaltung mit Einspeisung von Gleichstrom in den kurzgeschlossenen dritten 
Wicklungsstrang nach Bild 20c untersucht. Die Wechselspannung war wie zuvor bei den ein- 
phasigen Schaltungen 190 V, der Gleichstrom wurde zu 2,8 A, also je Maschine I,, = 1,4 A ge- 
wahlt. Der aquivalente Strangstrom fiir das Drehfeld der Frequenz Null ist dann J, = 2/3 Ig, 
= 0,66 A, also etwa halb so groB wie I,, im dreiphasigen Betricb. Der Vergleich der gemes- 
senen Schwingungsdampfung mit der Rechnung in Bild 33 bestatigt die Richtigkeit der 
Theorie. Die Pendelungen sind durch die Gleichstromeinspeisung wirksam unterdriickt worden. 


Zusammenfassung 


Elektrische Ausgleichswellen sind unter gewissen Voraussetzungen fahig, selbsterregte unge- 
dampfte Schwingungen auszufiihren; ihr Betriebsverhalten kann dynamisch stabil oder instabil 
sein. 

In der vorliegenden Arbeit werden die Stabilitatsbedingungen untersucht. Die Berechnung 
liefert zunaéchst komplizierte und uniibersichtliche Kriterien. Die Schwierigkeit wird dadurch 
umgangen, da in sogenannten Stabilitatskarten die Grenzbedingungen zwischen stabilen und 
instabilen Bereichen aufgezeigt werden. Man kann so die Wirkung der EinfluBgr6Ben leicht tiber- 
sehen. Dieses Verfahren kann sowohl bei dreiphasigen als auch bei einphasigen Schaltungen der 
elektrischen Welle angewendet werden. 


Durch Gleichstromeinspeisung wird die Stabilitat elektrischer Ausgleichswellen erheblich ver- 
bessert. Oft lassen es jedoch die Eigenschaften des stationaren Betriebes wiinschenswert erschei- 
nen, die Drehstrom- oder Wechselstromerregung beizubehalten. In diesen Fallen kann durch 
zusatzliche Einspeisung eines relativ kleinen Gleichstromanteiles das Auftreten selbsterregter 
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Pendelungen vermieden werden. Die hierzu erforderliche Gleichstromkomponente wird be- 
rechnet. Zur Uberpriifung der theoretischen Aussagen wurden die Dampfungsfaktoren im Ver- 
such bestimmt. Die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung ist gut. 
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Die Berechnung einphasiger Boucherot-Schaltungen mit 
Gleichrichterbelastung 


Von 
W. VoLKMANN, Berlin 


Mit 5 Textabbildungen 


(Eingegangen am 20. 4. 1960) 


Ubersicht. Die Berechnung der BoucHERot-Schaltungen, die ein Konstantwechselspannungssystem in ein 
Konstantgleichstromsystem mit Glattungsdrossel im Gleichstromkreis verwandeln, wurde bisher unter allei- 
niger Beriicksichtigung der Grundwellen durchgefiihrt. In der vorliegenden Arbeit werden die durch die Gleich- 
richter bestimmten Vorgange als Schaltvorgange behandelt, wodurch es gelingt, unter Einschlu8 aller Ober- 
wellen den genauen zeitlichen Verlauf der Spannungen und Stréme dieser Schaltungen zu berechnen und 
genauer ihre Eigenschaften zu erfassen. 


Einleitung 


Die BoucHEROT-Schaltung ist schon lange bekannt als Mittel, ein Konstantwechselspannungs- 
system in ein Konstantstromsystem zu iiberfiihren. Das Konstantstromsystem kann dabei 
sowohl ein Wechselstromsystem als auch, bei Einfiigung von Gleichrichtern in die Schaltung, 
ein Gleichstromsystem sein (siehe Bild 1). 


Un=Const 9 


const 


I_=const 


Bild 1. Aufbau der Konstantwechselstromschaltung (a) und der Konstantgleichstromschaltung (b). 


Beide Schaltungen haben einige Anwendungsgebiete in der Technik gefunden. Die Be- 
rechnung der Konstantwechselstromschaltung kann mit den einfachen Mitteln der Wechsel- 
stromtechnik erfolgen. Bei der Konstantgleichstromschaltung mit Glattungsdrossel im Gleich- 
stromkreis ist das nicht mdglich. Zwar sind 1m Rahmen der Stromrichtertechnik eine ganze 
Anzahl von Gleichrichterschaltungen untersucht worden, jedoch beschranken sich diese Unter- 
suchungen auf Schaltungen, bei denen die speisende Wechselspannung direkt oder tiber In- 
duktivitaten allein am Gleichrichter liegt [1]. Untersuchungen iiber Schaltungen, bei denen 
der zeitliche Verlauf der Speisewechselspannung mit dem der Gleichrichterwechselspannung 
nicht iibereinstimmt, liegen nicht vor. Im folgenden wird gezeigt, wie sich dieses Problem 
bei der einphasigen BoucHEROT-Schaltung lésen ]aBt. 


Ansatz und Lésung fiir ww, 


Die Gleichrichter in der Schaltung nach Bild 1b bewirken, daB die Stré6me und Spannungen 
der Schaltung nicht mehr zeitlich sinusf6rmig verlaufen. Die in der Wechselstromtechnik 
iibliche Zeigerdarstellung und die symbolische Methode kénnen daher nicht angewendet werden. 
Es miissen die rechnerischen Mittel eingesetzt werden, die bei der Behandlung von Schalt- 
vorgangen verwendet werden. Die Funktion der Gleichrichter wird als die von Schaltern be- 
trachtet, deren Schaltaugenblick durch die anliegende Wechselspannung bestimmt wird. Fir 
die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden ,,Schaltungen“ laBt sich ein Ersatzbild der Schal- 
tung angeben, mit dessen Hilfe Stréme und Spannungen fiir den betrachteten Zeitabschnitt 
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berechnet werden kénnen. Die Konstanten in den Lésungsgleichungen miissen mit den Rand- 
bedingungen zur Zeit der Schaltaugenblicke bestimmt werden. Die Schaltaugenblicke sind aber 
noch nicht bekannt. Sie ergeben sich erst aus dem zeitlichen Verlauf der Spannungen, die noch 
nicht berechnet sind. Zur Lésung dieser Aufgabe wird ein allgemeiner Ansatz gemacht. 

Es wird angenommen, da ein Stromwechsel in den Gleichrichtern jeweils in einem Abstand 
von 180° el erfolgt. Je Periode werden also zwei ,,Schaltungen“ erfolgen, so daB sich eine Periode 
in zwei wesensgleiche Zeitabschnitte von 180° el teilen ]48t. Der einzige Unterschied zwischen 
beiden Zeitabschnitten ist das Vorzeichen der elektrischen WechselgréBen. Es wird voraus- 
gesetzt, daB der Gleichstrom durch eine Induktivitaét vollstandig geglattet wird, und daB die 
Kommutierungszeit praktisch Null ist, was tatsachlich gut erfiillt ist. Damit ergibt sich ein 
qualitativer zeitlicher Verlauf der Spannungen und Stréme wie in Bild 2c dargestellt. Der 


Bild 2, Ersatzbilder der Konstantgleichstromschaltung fiir die beiden Halbperioden und 
der qualitative Verlauf der Spannungen und Stréme der Schaltung. — a) Ersatzbild fiir 
den Zeitbereich o < wt < a; b) Ersatzbild fiir den Zeitbercich a < wt < 227. 


Gleichrichterwechselstrom wird in der Zeit von o bis zw als positiv angenommen. Dann mu8 
die Gleichrichterwechselspannung, die hier gleichzeitig die Spannung am Kondensator ist, zur 
Zeit mt =o und wt=—a den Wert Null haben, weil ein Stromwechsel in den Gleichrichtern 
nur eintritt, wenn die Gleichrichterwechselspannung ihr Vorzeichen umkehrt. Uber die Phasen- 
lage der speisenden Wechselspannung kann noch nichts ausgesagt werden. Sie wird mit dem 
noch zu bestimmenden Winkel « festgelegt. Mit dem Ersatzbild des Bildes 2a ergeben sich fiir 
einen 180°-Abschnitt die Gleichungen: 


oe dip 1 P 
Uh = IEE a + e | 1, dt (1) 
tp aes by 7 1, (2) 


wobel u_ = &@-+ sin (wt + «) ist. 
Die Schwingungsdifferentialgleichung (1) liefert mit Hilfe der Gl. (2) die Lésung: 


: : t- wC 
tp = A-sinwt+ B-coswyt+ oe my cos (wt + a) +14, (3) 
. ; al 
mit 
ub 
C= (4) 
yLc 
und Ss 


w = Frequenz der Spannung u_. 
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Ferner gilt: 


“u.=%t%-sin 


c 


Die Konstanten A und B sowie der 
werden. Diese lJauten: 
ty (wt = 0) 


u, (wt = 0) 


=——1t, (ol=2) 
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(oi +o)—L-—2. (5) 


Winkel« miissen aus den Randbedingungen bestimmt 


oo (7) 


TM CO Op) Oe 


Aus diesen drei Gleichungen bestimmen sich die drei Unbekannten zu 


Vi eter nate (es. 90°] (9) 
2 (a) 
B=—1 (10) 
ee ee ea oe betes 
SW tg 1 te te(2 go \. (11) 


Mit dem Gleichstrom 7, ist bisher so gerechnet worden, als ob er bekannt ist. Er kann bestimmt 
werden aus dem Mittelwert der Spannung w, und dem Widerstand R im Gleichstromkreis: 


alo 
5 u 1 (a) 
ty = as = | u, dé. (12) 
Das Ergebnis der Integration lautet 
ee (13) 


Mit Gl. (11) kann « in dieser Gleichung substituiert werden. Aus den bisherigen Rechnungen 
lassen sich die folgenden Gleichungen fiir die Spannungen und Stréme der Schaltung zusammen- 
stellen: 


“ac 


; o : 
Lp = 5 COS (Gt <> ait, h = te =" 00 sin wy 1 —= Cos a, 7 (14) 
eae) g 
Mo 
: toc “ Mo oh ae 
i= ~+ cos (wt + a) +172, -|— tg — 90° - sin wy t — COS Wot (15) 
- ONS = 7) 
1—( = : 
Mo 
fe Se tt ; ae I Wo 6 6 
Uy = — -sin (wt -+ a) + 14,+ @) L-|— tg 90° - cos wo # + Sin wt (16) 
Wo \” % oO 
oO) —1 
& 
a : : Wo é : 
4, = ———; sin (wt + «) —1,- @) L -|— tg — 90” « cos @gt + SiN Wot (17) 
@ \" = a) 
1— | 
Mo 
: t 1 
i ——__—___— — a (18) 
"My L o \ Te Ga o Nz 
1— 2A ee ete (+= 22 00° 
Mo Onlb 2 o / 
. 1 
sin & = ————____— (19) 
ew 7 2 
/( Dege, cig o 90°| ee 
Oy Lee @) 


Mit diesen Gleichungen ist das Geschehen in der Schaltung fiir den Zeitbereich o< wt<a 
vollig bestimmt. Die Ergebnisse zeigen, da8 der zeitliche Verlauf aller WechselgréBen bestimmt 
wird von Schwingungen mit der Frequenz w der speisenden Spannung und tiberlagerten Schwin- 
gungen mit der Resonanzfrequenz w, des Resonanzkreises. 
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Lésung fiir w = ow, 

Nun erfiillt aber die Schaltung ihre Aufgabe, den konstanten Gleichstrom 7, unabhangig 
von der GréBe des Belastungswiderstandes R zu erzeugen, nur, wenn die Resonanzfrequenz, 
die sich aus L und C ergibt, mit der Frequenz der konstanten Speisespannung iibereinstimmt. 
Gerade fiir diesen Fall m = w  treten unbestimmte Formen in den Gln. (14) bis (18) auf. Mit 
der Regel von DE L’HospiTaL kénnen sie in der Formel fiir 7, beseitigt werden. In Gl. (18) lautet 
der unbestimmte Ausdruck: . 

Gi jp —(Sy It te 90° = = lim|s—(2)]. a ae 
Oo oO O=>, \Do ote Oo es fo) 


OW, 


Nach Differenzieren von Zahler und Nenner kommt man zu dem Ergebnis 


lim F = (=|. tg ipa" 00° =e (20) 
O->W, Do | 102) TU 
und 
bi u 7 An 
(ees Oo) Hira Ges @y- (21) 
§ Do 5 dh, 4 
Mit Gl. (19) ist fiir wm = w, 
Sit & =="ir S), 1% —= GO « (22) 


Die Stréme und Spannungen von Induktivitaét und Kapazitét haben nach mehrmaliger An- 
wendung der L’Hosprrarschen Regel noch unbestimmte Formen in ihren Gleichungen. Es wird 
daher ein anderer Weg zu ihrer Bestimmung eingeschlagen. Die Konstanten A und B in Gl. 
(3) und (5), von denen eine den Wert oo fiir @ = w, annimmt, sollen durch den Drosselstrom 7p 9 
zur Zeit wt =o und der Kondensatorspannung “, 9 ebenfalls zur Zeit mt = 0, die beide be- 
stimmt endlich bleiben, ersetzt werden. Fiir #, 9 14Bt sich schon auf Grund der oben angestellten 
Uberlegungen sagen, daB 

U0 =O (23) 


ist. Fiir die Substitution von A und B durch 7p» und u,, erhalt man mit Gl. (3) und (5) 


Ue,o U 3 
A Sein (24) 
a % 
WL o 
My) LE -}1 —| — 
Wo 
: u-oC : 
= tp,9 — ——— 5 ' C0SA—4, . (25) 


Damit ergeben sich fiir Drosselstrom und Kondensatorspannung die Beziehungen 


: a:-wC Wo : ; 2 2 
i | “jaye SIN & + SIN My E — COS & COS Wy t + cos (wt + ax)} + (tp,0 — 4) COS Wot + 4, 
7 ——- 
Wo | (26) 


U, = (typo — 1) * WL: sin wt + a- ao. SIN Wot. (27) 
Die Gl. (26) enthalt im ersten Term einen unbestimmten Ausdruck. Nach Anwendung der 
L’Hospitratschen Regel ergibt sich: 


ee ey IVs ea Wo t ; c ; 
iy Dy Gu E SIN Wp ¢ + = COS Wp t/+ (tp,0 — %,) COS Wot + 4, . (28) 


Wird Gl. (27) in Gl. (12) eingesetzt und das Ergebnis der Gl. (21) benutzt, so 1aBt sich tp 9 be- 
stimmen ! 
a oR ne 


thi = ee 
ee OL Ol Ss (29) 
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Dieses Ergebnis wird in die Gl. (27) und (28) eingesetzt und mit den schon weiter oben ange- 
gebenen Beziehungen sind damit alle Stréme und Spannungen bestimmbar. Ihre Gleichungen 
sollen zusammengestellt werden: 


: ua 1 : (Wo t Tike ae I ue 
Leelee SI nb oe | ee COS On be ) 
D Wy L E 0 if ( Z = Wp pans i S) D9 4 ; 5) (3 ) 
; a 1 ; Kody ti R 7 Te 
De A OS Ripa oom eee -—-—- —|- COS Wt 1 
. Wy tl : ae ie Gy ll % a Le (31) 
Wo t Ie a\ . 
Up = U+|COS Mgt (72 | a nla )sin Mo | ‘ (32) 
2 My L 4 
E Wo t R- a A 
= ty SAY Geek = ae = i : 
, | a ae (33) 
: u 4 
L, as ee ae rans d 
ee are. (34) 
&=290 


Damit sind auch fiir den Fall, daB die Resonanzfrequenz mit der Frequenz der Speisespannung 
ibereinstimmt, alle elektrischen GréBen der Schaltung vollstandig bestimmt. 


Betrachtung der Ergebnisse 


A. Die Frequenzabhangigkeit des Erregerstromes 


Ein eigenartiges Ergebnis stellt auf den ersten Blick die Gl. (18) dar. Der Verlauf des Gleich- 
stromes in Abhangigkeit von der Frequenz der Speisespannung wurde fiir den Parameterwert 
R/w, L = 1 berechnet und in Bild 3 aufgetragen. Dieses Bild zeigt, daB der Gleichstrom bei 
hohen Frequenzen sehr klein wird, und da8 mit fallender Frequenz nicht bei Resonanzfrequenz, 
sondern unterhalb derselben ein Maximum erreicht wird. Wird die Frequenz weiter verkleinert, 
so treten laut Gl. (18) Nullstellen im Gleichstrom auf. Das ist ein sehr unwahrscheinliches Er- 
gebnis und laBt den spater bestatigten Verdacht auftauchen, da im Bereich kleiner Frequenzen 
die gefundenen Lésungen nicht mehr giiltig sind. 


1 
ijresn| ea 


1,0 


0,5 


Bereich naherungsw. Giltigkeit 


— |} --Giiltigkeitsgrenze 


Ungiiltigkeitsbereich 


apna St 
<s Bereich strengen Giiltigkeit 
! i ! IL 1 t fl 1 
0 02 Oj 06 08 4,0 12 4 16 18 2,0 2,2 24 a 


Bild 3. Die Frequenzabhangigkeit des Gleichstromes flir R/w) L = 1 (Flr kleinere K/m, L ist der Gliltigkeitsbereich groBer). 


B. EinfluB der Belastung 
Wir wollen uns wieder auf den Normalfall beschranken, da8B die Boucherot-Schaltung mit 
einer Spannung gespeist wird, deren Frequenz mit der Resonanzfrequenz der Schaltung tiberein- 
stimmt und fiir diesen Fall den EinfluB der Belastung des Konstantstromkreises untersuchen. 
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Aus den Gl. (30) bis (33) ist zu entnehmen, da8B R/w, L ein bestimmender Parameter der 
Schaltung ist. R/@, L ist ein MaB fiir die Belastung der Schaltung und legt allein den zeitlichen 
Verlauf, also die Kurvenform der Wechselspannungen und -stréme fest. Mit wachsendem 
Widerstand R bleibt der Gleichstrom konstant, die Wechselspannungen und -strome aber 
steigen an. Bild 4 zeigt die Gleichrichterwechselspannung wu, und den Kondensatorstrom 1, fiir 
verschiedene Parameter. 


Bild 4. Kurvenform und GréSe von Kondensatorstrom und -spannung fiir verschiedene Werte des Parameters R/w, L. 


Die Kurvenformen beider Gr6éBen zeigen die Tendenz, mit wachsendem R/o,. L sich immer 
mehr der Sinusform zu nahern. 


Eine genaue Betrachtung der Kurvenformen von w, in Bild 4 laBt erkennen, da fiir kleine 
R/w, L die Gleichrichterwechselspannung u, die anfangs gemachten Voraussetzungen nicht er- 
fiillt. Sie andert im Bereich 0 < w,)¢< a ihr Vorzeichen, was zu einem Stromwechsel in den 
Gleichrichtern fithren miiBte. Voraussetzungsgema8 treten aber Stromwechsel in den Gleich- 
richtern nur zu den Zeiten wyot=0, a, 2%... auf. Die gefundene Lésung kann daher fiir 
diesen Bereich nicht giiltig sein. 


C. Der Giltigkeitsbereich der Losung 


Die Giiltigkeit der gewonnenen Ergebnisse ist also beschrankt auf die Frequenzen und 
Parameterwerte, bei denen u, das Vorzeichen im Bereich 0 < mt <a nicht wechselt. Wie 
aus Bild 4 zu erkennen, ist das erfiillt, wenn 


(es sae (35) 
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ist. Die Grenze der Giiltigkeit laBt sich daher bestimmen mit der Gleichung 


(—J2=-(2y (36) 


(Sj2y2. 3 (37) 
O95 wm Rio, L 
bei gegebenein Parameterwert. 


Fir den Normalfall, da Resonanz- und Speisespannungsfrequenz tibereinstinmen, ist dem 
Bild 4 zu entnehmen, daB die Giiltigkeitsgrenze zwischen den Parameterwerten 0,5 und 1,0 
liegt. Mit Gl. (36) ergibt sich 

RR 2 


ES roe Le rene) LUE Gs gn: 
ML I 37 ° 


bei gegebener Frequenz oder 


Messungen haben gezeigt, da8 auch noch in einem gewissen Bereich unterhalb dieses theoreti- 
schen Grenzwertes GréBe und Kurvenform der Spannungen und Stréme recht gut von der 
Rechnung erfaBt werden. Das ist verstandlich, weil die Spannung vw, mit umgekehrtem Vor- 
zeichen nur wahrend kleiner Zeiten und mit geringen Werten auftreten wiirde, selbst wenn 


Bild 5. Wechselspannungen und -strome einer einphasigen Boucurror-Schaltung mit Gleichrichterbelastung fiir w = wo und R/w,) L = 1. 


der Parameterwert auf 2/3 des Grenzwertes sinkt. — Giiltigkeit haben die Ergebnisse fiir alle 
Werte von R/w, L, wenn statt der Halbleitergleichrichter ein Rontaktgleichrichter verwendet 
wird, der x° el nach dem Nulldurchgang der Speisespannung jeweils cine Stromumschaltung 
vollzieht. 


i) 
Lo) 
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Fiir kleine Parameterwerte, die aber bei Anwendungen aus wirtschaftlichen Griinden im 
allgemeinen gemieden werden, ist diese Rechnung also nicht zu gebrauchen. Sie liefert aber 
die wichtige Erkenntnis, da8 unterhalb der aufgezeigten Grenzen mehr als zwei Kommutierungs- 
vorginge je Periode auftreten und der Gleichrichterwechselstrom kein Rechteckstrom mit einer 
Rechtecklange von 180° sein kann. Die aus der Literatur bekannte Naherungsmethode zur 
Behandlung von Gleichrichterschaltungen, bei der der Gleichrichter als Obcrwellenerzeuger 
betrachtet wird, kann auf dieses Problem also nickt angewendet werden, da die Oberwellen 
des Gleichrichterwechselstromes in diesem Falle auch nicht naherungsweise bestimmbar sind. 


Ein Beispiel 
Mit dem Parameterwert R/@) L = 1,0 wurden fiir w =m, und den Zeitbereich Oo< wt <a 
die Spannungen und Stréme der Schaltung berechnet. Der weitere zeitliche Verlauf laBt sich 
durch Ansetzen gleicher Kurvenstiicke unter Beachtung des Vorzeichens bestimmen. Das Er- 
gebnis ist in Bild 5 aufgezeichnet. 


Zusammenfassung 


Die Funktion der Gleichrichter wird als die von Schaltern betrachtet, die in Zeitabstanden 
von jeweils 180° el schalten. Diese Betrachtungsweise fiihrt zu Differentialgleichungen fiir 
Schaltvorgange. Mit Hilfe der Randbedingungen lassen sich daraus Gleichungen gewinnen, 
die den zeitlichen Verlauf der Stréme und Spannungen in einem 180°-Abschnitt beschreiben. 
Der vollstandige Verlauf kann durch Aneinandersetzen der 180°-Abschnitte gefunden werden. 
Diese Gleichungen enthalten unbestimmte Formen, wenn die Frequenz der Speisewechselspan- 
nung mit der Resonanzfrequenz der Schaltung iibereinstimmt. Nach Anwendung der L’ HospItaL- 
schen Regel ergeben sich aber besonders einfache Gleichungen. Die Betrachtung der Ergebnisse 
zeigt, daB die gefundenen Lésungen nur fiir einen bestimmten Bereich der Frequenz der Speise- 
spannung und des Schaltungsparameters giiltig ist. AuBerhalb dieser Bereiche treten mehr 
als zwei Kommutierungen je Periode auf. Werden an Stelle von ungesteuerten Halbleiter- 
gleichrichtern gesteuerte Gleichrichter verwendet, so sind die Ergebnisse ohne Beschrankung 
giltig. 
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Zwei Erganzungen zur Warmequellen-Netzmethode 


Von 
J. HaAK, Briinn 


Mit 10 Textabbildungen 
(Eingegangen am 15. Marz 1960) 
Ubersicht. 1. In gewissen Fallen ist es mdglich, schon wahrend des Entwurfs des Warmequellen-Netzes, 
welches eine elektrische Maschine abbilden soll, einige der Quellen aus der Rechnung zu eliminieren, wodurch 
die Anzahl der Quellen und infolgedessen der Grad der Determinante herabgesetzt wird. — 2. Die in elek- 


trischen Maschinen entstehenden Oberflachenverluste kénnen in einfacher Weise in das Warmequellen-Netz 
eingefiihrt werden, wofiir eine allgemein giiltige Regel abgeleitet wird. 


1. Elimination im Warmequelle-Netz 


Einem aus »Quellen bestehenden Warmequellen-Netz [1] entspricht das Gleichungssystem 


Ww 


A tee. aS) Oy ely Zp tre toe 
B=1, n+ 
NE Se Oa Bi by, =a, 
mit den Diagonalgliedern 
ay 
! ! 
Ay = Ayg — X%y 49 Ds Ay » 
M1, YP 


wobei /, die gesuchten Quellentemperaturen, a,,, = 1/7,,, 7), der die Quellen y und u verbindende 
Warmewiderstand (°C/W), 7,9 der die Quelle y in die Umgebung?,, abkiithlende Widerstand, 
2,9 die Ergiebigkeit (W) und a, der Temperaturkoeffizient der Quelle » (1/°C) sind. 

Die Elimination einer beliebigen Unbekanntenf, und somit auch der Quelle @ wird nur die- 
jenigen Gleichungen des Systems beriihren, die den Quellen entsprechen, mit welchen diese 
Quelle o verbunden ist. Ist die Quelle o eine solche, so nimmt die ihr entsprechende Gleichung 
(d. h. die Gleichung mit y = o), nach der Elimination, die Form 


(4, --“") ,— 


“0 b=1 
M+zo 


dog a a 
eo “eu =—- Fe Qu 
Ge “+ ara A. by rae ton A, ag eo too a5 (eo se Moo cae 


Ao a 


an. Ist die Quelle g mit allen iibrigen Quellen, oder mit einer gréBeren Anzahl von ihnen ver- 
bunden, so ist keine direkte, einfache Reduktion des Netzes durchfiihrbar. In einigen Fallen, 
wo die Quelle g nur einfach mit dem tbrigen Netz zusammenhangt, kann sie dagegen schon 
wahrend des Entwurfs des Netzes eliminiert werden, was zur Vereinfachung der Determinante 
und zur gréBeren Ubersichtlichkeit der Rechnung fithren kann. 


2. Quelle mit einfacher Verbindung 


Wenn die Quelle 2.) nur mit einer einzigen Quelle z,) des tibrigen, beliebigen Netzes durch 
den Warmewiderstand 7,, verbunden ist (Bild 1a), so hat man, wenn a, = a, = * angenommen 
wird, 


=— ‘s | i Sat _ pa Ane 
Ay = ay—K4%9+ Met DL Gy, Ag = Gag — % 2a9 + Ae 
u=3 


und nach der Elimination von f, erscheint im Gleichungssystem statt A, das Diagonalglied 


2 
eee) 
A, = A, —- 
A, 
Fiihrt man zwecks Vereinfachung einen fiktiven Widerstand 


112 = Typ (1 — 9 720 %20) 


28% 
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ein, so kann 


/ nw 
, af Yoo Vv 
Ai = aio + Oe ee | +S) Gy (1) 
5 i M12 + %0 p=3 


geschrieben werden. AuBerdem erhalt man in derselben Gleichung (y = 1) des Gleichungs- 
systems auf der rechten Seite statt 29 + 494) den Ausdruck 


Tip 
249 + M19 bro + (229 + 420 ba0) ie 
“15 
welcher mit Benutzung von 7,, in 
¥20 1 
219 + 220>—_ Ele gge 7 ae too 
GIEY i HAA) “12 1+ "20 


iibergeht. 


Bild 1. Quelle mit einfacher Verbindung. a) Quelle 2.9 ist nur mit der Quelle 24) 
des vollstandigen (nicht gezeichneten) Netzes verbunden. b) Quelle 2. eliminiert. 


Die Elimination der Quelle z,) erfolgt also in der Weise, daB man die Ergiebigkeit der ihr 
einzig benachbarten Quelle z,) auf 


vergréBert und sie neben dem urspriinglichen in ¢,, fithrenden Widerstand 7,, noch iiber den 
Widerstand (7,2 + 729) in die Umgebung f,) abkiihlen 1aBt (Bild 1b). — Nach der Lésung des 
vereinfachten Netzes, welche die Temperatur ¢, ergibt, kann die Temperatur ¢, der eliminierten 
Quelle aus der Gleichung 

Ag ty — tty, = 249 + boo/7e0 
berechnet werden. 

Wenn die Quelle 2,9 temperaturunabhangig ist, oder wenn 29 = 2, gleich der bei der noch 
unbekannten Temperatur /, vorausgesetzten Leistung gesetzt wird, so ist a, = 0, 7,2 = 7% 2 und 
die Reduktion ist besonders einfach. Ist jedoch in diesem Falle die Quelle z,) warmeabhangig, 
so muB in das Diagonalglied A; nach (1) nicht — « 2,9, sondern nur —a %  eingesetzt werden. 

Wickelképfe als Warmequellen, die fast immer mit dem iibrigen Warmequellen-Netz der 
Maschine nur durch einen inneren axialen Warmewiderstand verbunden sind, kénnen in dieser 
Weise behandelt werden. 


3. Quelle mit zweifacher Verbindung 


Die Quelle zg) ist nur mit zwei Quellen 2,9, %9 des ganzen Warmequellen-Netzes tiber die 
Warmewiderstande 7,3, 73 verbunden (Bild 2a), Eliminiert man fs, so erscheinen in dem redu- 
zierten Gleichungssystem statt A,, A, die Diagonalglieder 

2 2 
Je a ; G 
AA A= Ae 
A; Say 


und auBerdem, statt — a,, das Glied 


“ 
he ae 413 493 
See Ua (a, } - , 
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wobei A; = d39 — 3 239 + 43 + og ist. Die rechten Seiten der beiden, den Quellen 2,9, 2.9 ent- 
sprechenden Gleichungen sind, nach der Elimination, 


a a: 
Zo + Ao bo + (Zs0 + 450 t30) o- und 29 + 4x9 te9 + (239 + 430 450) ore 
413 3 
Um iibersichtliche Ausdriicke zu erhalten, fiihren wir in die Rechnung die folgenden, fiktiven 
Widerstande ein: 


/ 


Vio =a + 23 + (113 23/730) (1 — & 730 230) » 

P: 
130 = "13 + 730 + ("13 730/723) (1 — & 193 230) = "12 13|To8 » 
1930 = %3 + 1390 + (%o3 730/713) (1 —& 13 230) = "12 %30/113- 


43730 1237 x 
123 43 
x(t-ce735 239) x(1-0¢743230) 
t30 C Vb by V5 ta 


Bild 2. Quelle mit zweifacher Verbindung. a) Quelle z3, ist nur mit den Quellen z,) und 2), des vollstandigen Netzes verbunden. 
b) Warmestromwege nach der Elimination der Quelle 73. c) Zusammensetzung der Warmewiderstande. 


Nach einer einfachen Umformung kénnen dann die neuen Diagonalglieder wie folgt geschrieben 
werden, wenn 0, = & = X% = « vorausgesetzt wird, 


, 1 1 Yo3 £ 
Aye dys het (a0 st30 <b a Gap 
He AE "12 w=4 
, 1 $b "15 n 
A, = M9 + Met z+ Jato T 4307 \+ 3. aoy> 
M12 %230 "12 — 


und das Glied —a,, ist einfach 
Shen = = (4. <5 tse) : 


Auf den rechten Seiten der beiden Gleichungen erhalt man 


te alipte 
R10 + 230-7 + Moho + tso/7130 
eee 


bzw. 


Y. 
229 307° + Ago beg + t30/7o30 - 
12 
Aus der Zusammensetzung der beiden Gleichungen nach der Elimination von ¢, geht hervor, 
daB die urspriinglichen Ergiebigkeiten 2,9, 259 auf 


, / , / 
Lip 210 ie eo Pastas und 29 = tage S30 %1al%a2 


erho6ht worden sind. AuRerdem treten drei neue Warmewiderstande auf, und zwar so, daB sie 
den urspriinglich iiber die Quelle 23. fiihrenden Warmestromwegen entsprechen: die Quellen 2}, 
und z,, sind neben 7,, noch tiber 7,, verbunden, die Quelle z,, ist tiber 7,39, die Quelle z,, iiber 
%o3) IN die urspriingliche Umgebungstemperatur?/,, der verschwundenen Quelle 23) gekihlt 
(Bild 2b). 

Auch die Zusammensetzung dieser neuen Warmestromwege ist iibersichtlich (Bild 2c). Die 
urspriinglichen von z,) und z,, ausgehenden, sowie die in #;) miindenden Widerstande 713, 73, %30 


Ps 2 Re a 7 Archiv fiir 
410 J. Hak: Zwei Erginzungen zur Warmequellen-Netzmethode Biektcokeshnils 
ic ERNE TO Sos Se Se EE 


sind sozusagen auf ihrer Stelle als Abschnitte der neuen Warmestromwege geblieben. Zwischen 
diesen Abschnitten befindet sich jedoch noch ein in einfacher Weise aufgebautes Glied: Produkt 
der beiden benachbarten dividiert durch den verbleibenden Widerstandy7, aus der Gruppe 
(r13) 23 %39) und multipliziert mit (1 —« 7, 239). 
Die Temperatur ¢, der eliminierten Quelle z3, kann nach der Lésung des reduzierten Netzes 
mit Hilfe der Gleichung 
Ag ty — a3 ty — gg te = 239 + 430 bo 

bestimmt werden. 

“Wenn die Quelle 23) = z, warmeunabhangig ist oder als solche betrachtet wird, so ist a, = 0 
und in den Ausdriicken fiir 7,,, 7139) 7239 Verschwinden die Differenzen (1 — « 739 239) usw. In den 


. . / . . . . ce / 
Diagonalgliedern A‘, A, ist in diesem Falle nicht —« z,,, —a 2, sondern nur —& 249, — % Zg9 
zu setzen. 


Wenn die Quelle z,, nicht in die Umgebung gekiihlt ist (739 oo), so verschwinden die Warme- 
stromwege mit 7,39, und 73) und die Elimination erfolgt einfach so, daB man die Ergiebigkeiten 
/ / os . . 
240) 29 aut 2,5, %. erhodht und diese Quellen neben 7,, noch mit 


Tie = N13 + %23 —% 13 123 230 


verbindet (Bild 3a, b). 


0674373239 


b tig bag 


Bild 3. Wie Bild 2, jedoch Quelle zg) ohne direkte Kiihlung in die Umgebung. 
a) Teil des Netzes vor, b) nach der Elimination von 259. 


Bild 4. Widerstands-Knotenpunkt (3) in einem Warmequellen-Netz. a) vor, b) nach der Elimination. 


Verwandelt sich bei 23) = 0 die Quelle z,) in einen Widerstandsknotenpunkt des Netzes, so 
kann seine Elimination auf Grund der obigen Gleichungen durchgefiihrt werden, wie es im 
Bild 4a, b angegeben ist. Durch wiederholte Anwendung dieser Elimination eines Knoten- 
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punktes kénnen auch die zwei verschiedenen im Bild 5 dargestellten Falle behandelt werden, 
worauf nicht naher eingegangen werden soll. 


tag ta 


Bild 6. Eindimensionale Lésung der Warmestromung in einem Stab mit zwei in verschiedener Weise gekiihlten Abschnitten. 


4. Temperaturverlauf in einem Stab mit Oberflachenverlusten 


Ohne auf die physikalischen Grundlagen der zusatzlichen Eisenverluste naher einzugehen 
und um eine warmetechnisch einfache Behandlung zu erméglichen, vereinfachen wir das Problem 
in der Weise, da8 wir annehmen, daf} neben der Warmeerzeugung in einem Stab noch zusatzliche 
Warme auf einem seiner Endquerschnitte entsteht. Um eine Lésung dieser Aufgabe zu er- 
halten, untersuchen wir die eindimensionale Warmestr6mung in einem Stab mit zwei Ab- 
schnitten /, 7, (cm) nach Bild 6. Beide Abschnitte haben denselben Querschnitt s = s, (cm?), 
die Warmeleitfahigkeit 2 (W/cm °C), und ihre spez. Warmeerzeugung ist 3 bzw. 3, (W/cm‘). 
Der Temperaturkoeffizient « (1/°C) kann im Abschnitt / vernachlassigt werden. Die Abkiihlung 
erfolgt im Abschnitt / nur auf dem Endquerschnitt + = 0, im Abschnitt /, dagegen seitlich auf 
dem Umfang #, und auSerdem auf dem Endquerschnitt x =/,. Die Abszissen x (cm) sind 
dabei gesondert in derselben Richtung genommen. Die Warmeiibergangszahlen und die Um- 
gebungstemperaturen sind &,, 3,, 3, (W/cm? °C) und #,, #,, t. 

Die Potssonsche Differentialgleichung [2], [3], [4] lautet hier fiir die Temperatur ¢ im Ab- 
schnitt / 


—As (d?t/dx*) = s3 (2) 
und fiir die Temperatur ¢, im Abschnitt /, 
—A s, (dt,/dx?) = $1 319 (1 + ah) —m 9, (4 — 1). (3) 
Die Ansiatze 
t=A+Mx+Nx# (4) 


und 
t, = A, + M, Cos o, x + N, Sino, x (5) 
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ergeben, nach Einsetzen und Vergleich, 


a u, 0 1 [u, 0 st 
3 : Ae 1V1 Deon ECA my es 
pares mit d10 = j10 + ty a=5(% > bro): N= 3/2 A . 
Of “1 . c 
<1 


Bezeichnet man die Anfangs- und Endtemperaturen mit fo, 4, to, 4, (Bild 6), so hat man im 
Ubergangsquerschnitt zwischen den beiden Abschnitten ft, = ty) und (dt/dx), 7 = (dt, /dx),_ 5, oder 


A+MI+NPFP=4,4+M, (6) 
und 

M+2Nl1=0,N,. (7) 
Auf den beiden Endquerschnitten gehen in die Umgebung die Warmestrome q,, g, ab, wobei 
Ga = 894 (ly — 4) =A (di/d2)s =o (8) 
% = 89; (4; — bh) = —A S, (dh /d), — 2, (9) 

ist. Daraus erhalt man 
A--t,= Mid, (10) 
A, + M,C, + N,S,—4 = — (M,S, + NG) 10/9, , (11) 


wenn zur Abkiirzung Cos 9, 1, = C,, Sin @, 1, = S, geschrieben wird. Die vier Gleichungen (6), (7) 
und (10), (11) gestatten, die Koeffizienten A, M, M,, N, zu berechnen. Fiir N, erhalt man 


5 MA SB) a) 
oe S65 C ose ae (22) 
mit 
C, = C, + S,40,/9,, S,=5,+ CAo,/,, B= (2 +A/d,) glia, 
wahrend 


MN oo ate eg) 
ist. Der in die Umgebung t, abgehende WarmefluB g, ist nach (8) 
Q, =ASM =As (0, N, + 51/4) =A80,N, +2, 


wenn z = s/% die gesamte Warmeerzeugung (W) im Abschnitt / bedeutet. 

Ist der Abschnitt 7 nicht vorhanden, so da der Stab /, allein besteht und auf seinem End- 
querschnitt x = o direkt mit ?, in die Umgebung ¢, gekiihlt ist, so bleiben nur die Gleichungen 
(3), (5), (9), (11) bestehen und statt (6) und (10) hat man 

ao = 81 9, (to — #,) =A 5, (dt,/dx),_, 
oder 
A, + M,—-t, = Ny A o/9,. 
Die Lésung ergibt fiir N, einen Ausdruck, der aus (12) bei / = 0, 3 = 0, B = 0 direkt erhalten 
werden kann. 


Bild 7. a) Einfacher Stab mit Oberflachenverlusten 2p am Endquerschnitt. b) Derselbe Stab mit erhohter Umgebungstemperatur. 


Wenn auf dem Endquerschnitt + = 0 dieses einfachen Stabes J, Oberflachenverluste z, (W) 
entstehen (Bild 7a), so wird die Lésung dadurch erhalten, da8 man in den fiir die beiden Ab- 
schnitte geltenden Gleichungen s/3 == z, setzt und dann zu lim/ = 0 iibergeht. Dadurch wird 
B = 2,/s, 0, und N, nach (12) geht iiber in 

* yy _. (44 —t 24/883) C, — (A, —h) 
" 5, + Coa A/Oq (3) 
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Die Lésung fiir einen Stab/, mit Oberflachenverlusten z,, die auf dem mit #, in die Umge- 
bung ¢, gektthlten Endquerschnitt s, entstehen (Bild 7a), wird also in der Weise erhalten, daf 
man statt ¢, mit einer fiktiven, erhohten Umgebungstemperatur 


ty ae ly a Z,/ (Sy D,) (14) 


rechnet (Bild 7b). Fiir einen Stab mit mehreren Abschnitten [3] ist, fiir die Endabschnitte, 
dieselbe Vorschrift giiltig. 


5. Einfihrung der Oberflachenverluste in das Warmequellen-Netz 


Der innere axiale Warmewiderstand 7), zwischen den beiden Abschnitten /,/, des eben 
behandelten Stabes (Bild 6) ist 
Yo = (t, —45)/Qo1- 
Dabei sind ¢, und ¢#,, die mittleren Temperaturen der Abschnitte /,2,, welche durch eine Inte- 
gration von (4) bzw. (5) berechnet werden kénnen, und gq), ist der vom Abschnitt / in den Ab- 
schnitt /, gehende WarmefluB, also 
Jor = —AS, (dt,/d%),—- 
Durch den Ubergang zu lim / = 0 beis 13 = z, geht t, in die Temperatur ¢,) und 7, in den inneren 
Widerstand des Stabes /, iiber, 
lim 7) = (49 —4)/M1a = Nw (15) 


l=o 
wenn nun g,, den im Stabe J, vom Querschnitt « = 0 nach rechts gehenden FluB bezeichnet. 
Da der Stab /, (Bild 7a) an seinen beiden Endquerschnitten, « = 0, x = J, gekiihlt ist, hat er 
zwei innere axlale Warmewiderstande. Der eine ist 7,, nach (15), der zweite ist 


ty = (hs — 4)» 

wobei g,, der aus dem Endquerschnitt + = J, austretende WarmefluB 
diy = —A 8, (dt, /dx), =, 

ist. 


Die Abbildung des Stabes im Warmequellen-Netz ist nun einfach (Bild 8a). Die Quelle 
219 = 8,4, 319 ist tiber 7,, mit der dimensionslosen Quelle z, verbunden und iiber 7, und (7, + %) 


ty 


Zp=Z oa 
10 10+ Zp ™%+T1g, 


Bild 8. Einfithrung der Oberflachenverluste in das Warmequellen-Netz. a) Die Quelle 2,5 ist ein Stab nach Bild 7 
mit Oberflachenverlusten zp, die als eine dimensionslose Quelle abgebildet sind. b) Elimination der Quelle Zp. 


in die Umgebung ¢,, bzw. ¢, gekiihlt, wobei 7, = 1/(w/, 0;) und 7, = 1/(s, 9,) ist. Die Quelle z, 
ist tiber 7, = 1/(s, 9) in die Umgebung ¢, gekiihlt. Die Lésung ergibt die Temperaturen #,, und 
t,o. Won den Oberflachenverlusten geht ein Teil, und zwar 


Ig (tro +s t) "a 
in die Umgebung und der Rest 
UR, =a Ue (tro Ter 4/10 =—h Sy (dt,/dx), 5 =—A Sy 01 N, 
in die Quelle 2,9 tiber. 
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Wenn N, = 0 ist. so werden nur die gesamten Oberflachenverluste z, in die Umgebung 4, 
abgefiihrt als ob die Quelle z,, nuriiber 7, und (7,, + 7,) gekiihlt ware (f,, ist dann die Maximal- 
temperatur des Stabes). Wenn N, < 0 ist, so ist g,, positiv, d. h. ein Teil (g,,) der Oberflachen- 
verluste wird von der Quelle z,) aufgenommen. Bei N, > 0 ist g,, negativ d.h. neben den ge- 
samten Oberflachenverlusten z, wird in die Umgebung f#, noch ein Teil (—q,,) der Warmeerzeu- 
gung 2,9 abgeftihrt. Aus der Gl. (13) geht hervor, daB 

W,20, wenn (yf, Ca) 
ist. 

Nach der im Absatz 2. angegebenen Regel kann man die Quelle z, (Bild 8a) sehr einfach eli- 
minieren, indem man die Ergiebigkeit der Quelle z,) auf 219 = 219 + 2%q/(%q + %14) vergroBert, 
Bild 8b. (Dabei ist z, temperaturunabhangig.) Nur wenn 7, >> 7,, ist, konnen also die Oberfla- 
chenverluste zu der Warmeerzeugung der Quelle einfach addiert werden. 


Ga No Ar Jy=% 
€ 2,=Syly% 22> Selphy ; 


Bild 9, Oberflachenverluste am Zahnkopf. a) Laufer. b) Stander. c) Vernachlassigung des Winkels 
zwischen Zahn- und Nutachse: Stab mit zwei Abschnitten von ungleichen Querschnitten, d) Eindimen- 
sionale Lésung der Warmestrémung. Temperaturverteilung. e) Abbildung im Warmequellen-Netz. 


6. Anwendung : Oberflachenverluste am Zahnkopf 


Vernachlassigt man den Winkel y zwischen der Zahn- und Nutachse im Laufer (Bild ga) 
oder im Stander (Bild gb) und rechnet mit den mittleren Querschnitten s,, Sg, SO liegt ein Stab 
mit zwei Abschnitten /, und J, nach Bild gc vor. Die fiir s{ und s,, ermittelten Warmeiibergangs- 
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zahlen 0, J, ergeben 9, = 0s,/s, und J, = 94s,/s.. Ist 6, die Isolationsdicke und 4, die resul- 
tierende Warmeleitfahigkeit zwischen Zahn und Nutkupfer, so ist 0, = /,/6,. Es kann mit « = 0 
gerechnet werden. Alle iibrigen Bezeichnungen wie im Absatz 4. 

Die Berechnung der Temperaturverteilung bei eindimensionaler Warmestrémung ist jener, 
die im Absatz 4. durchgefiihrt wurde, sehr ahnlich und braucht nicht naher erlautert werden. 
Mit den Ansatzen 

t, = A, + M, Cos 0, x + N, Sin 0, x (16) 


tp = A, + M,x + N, x? (17) 


erhalt man wie im Abschnitt 4. die Beziehungen 
Ay = 8151/41 91) +4, Of =%A/As), Ne = — 3/22. 


Die Grenzbedingungen ergeben zur Bestimmung von M,, N,, Ay, M, die Gleichungen 


IVE Ce eeN SA eay iain. eae rl 
M,S,+ N,C, Ss, Vos) = 0 
M, eee A o,/9, ———— (Ae) 
A, + M,(,+4/9,) = B,+4,, (18) 


wobei 7, der zusatzliche Warmewiderstand durch Querschnittsveranderung [5] ist und B, = 
(/,/2 + A]9,) ly 39/A zur Abkiirzung gesetzt wurde. Die fiktive Umgebungstemperatur #, ist nach 
(14) zu bestimmen, wenn z, die auf s, entfallenden Oberflachenverluste sind. Die Lésung ergibt 


M, = — [(4, —&) Sj. + (4, — i=) Moogle L, (19) 
N, = [(A, —t) Cp — (4, — 4, — BT: T (20) 
M, = [(41 — #,) (A, —4, By) (Cy + Sy A 01/9,)] @1 $4/(S2 T) (21) 


mit den Hilfswerten 
Crea =Qt+mS, Se=S tm, T=S2+ C.10,/9,, 
m = (I, + 7,4 S2 + A/9;) 01 84/5o - 
Wenn die mittleren Temperaturen 7¢,,, 4;, durch Integration von (16) und (17) ermittelt und 
die Warmefliisse 
Pia = AS, (dt /d%),25 = —AS,0, Ny, 2 = —-A S89 (dé/dx), 5 = —AS, Mp, 


oy = —A Sq (+ dty/d%)y <12 = Sq (32 42 —A Mp) 
~ beniitzt werden, so ergeben sich fiir die inneren Warmewiderstande 7, ,, 79,7, die folgenden Aus- 
driicke 
1 C1 S) M. 
eg Nyy adh ee ee Pe ed 22 
1a = (to 1s)/%a rn ee (= i, A (22) 
Cc 1 L 1 1 1 4 12 
gt 4 : ( * Sema ies M,(- -—3)—® > (23) 
2 “AS, 0, \8; O14 PHS Ah BT \01 4 Ss) 6A 
1 M, 
= (t,. —t == | 1a : 2 
Voy = (te, 21)/%a0 Ate ( (Me a} (24) 


Fiir kleine Werte von (0, /,) kénnten diese Ausdriicke vereinfacht werden. Die Glieder, die 
M,, N,, M, enthalten, haben oft einen iiberwiegenden Einflu8 und konnen nicht vernachlassigt 
werden. Der innere Warmewiderstand 7,, kann auch negativ werden ( Vgl. [3]). Der Teil des 
vollstandigen Netzes der Maschine ist im Bild ge dargestellt und braucht nicht naher erlautert 
werden. 

Wenn fiir den Laufer einer Drehstrommaschine die Eisenverluste vernachlassigt werden, so 
ist 3, = 3. = 0, B, = 0 und alle obigen Ausdriicke vereinfachen sich entsprechend. Die Quellen 
219 und zy, im Warmequellen-Netz sind in diesem Falle einfache Widerstandsknoten (s. Berech- 
nungsbeispiel). 
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Wie es in [3] naher untersucht wurde, kénnen gewisse innere Warmewiderstande nur durch 
eine schrittweise Naherung genau bestimmt werden, weil sie auch von den in voraus nicht be- 
kannten Temperaturen benachbarter Quellen abhangig sind. Auch die hier berechneten Wider- 
stande 7,,, %2, %2, enthalten solche Temperaturen, ¢, = Nutkupfer-Temperatur, 4, = mittlere 
Temperatur im Luftspalt, und erst das Ergebnis der Lésung des gesamten Netzes der Maschine 
wird zeigen, ob man sich mit der gemachten Abschatzung dieser Temperaturen begniigen kann, 
oder ob eine zweite Lésung mit neuen, korrigierten Werten dieser Widerstaénde notwendig ist. 
Praktisch ist dies jedoch sehr selten der Fall, auch aus dem Grunde, daB 7, ,, 72, gew6hnlich kleiner 
als 7,, 7, sind. 


l, 5 1,= 98 


bp tas tes 
in ye PAD) (2) 
= Se Toe 
=30  =102,2 Typ = 08,96 733=19,6 
<= —_» ve = —— 
% Va 74 =1/Uy by B= 28,57 g, =0f82 570,23 
c sf Ju, = 0,352 
t,=10 Fia= 0,048 


Bild 10. Berechnungsbeispiel. Laufer einer Drehstrommaschine. a) Zur Berechnung notwendige Angaben. 
b) Temperaturverteilung ¢,, t, mit und ts te ohne Beriicksichtigung der Oberflachenverluste. c) Warmequellen-Netz. 


Berechnungsbeispiel. Fir den Laufer einer Drehstrommaschine ergab sich die im 
Bild 10a mit allen zur Berechnung notwendigen Angaben eingezeichnete Anordnung von zwei 
Abschnitten /,, /, (cm). Bei 7, = 1cm sind die mittleren Querschnitte s, = 0,815, s) = 1 (cm?). 
Beide Abschnitte sind verlustlos: 3, = %. = 0. Alle Temperaturen sind als Ubertemperaturen 
iiber eine gewahlte Grundtemperatur (z. B. Eintrittstemperatur des Kiihlstromes) zu verstehen. 
Die auf den Querschnitt s; (Bild ga) entfallenden Oberflachenverluste ergaben durch Umrech- 
nung auf s, den Wert z, = 0,4 (W), so daB die erhdhte Umgebungstemperatur nach (14) 


t, = 30 + 0,4/(0,815 - 0,012) = 71 


ist. Der nach [5] berechnete zusatzliche Warmewiderstand durch Querschnittserweiterung ist 
ry, = 0,8 (°C/W) und hat hier wenig Einfluf8. 


XLV. . Py x 
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Da 3, = 0 ist, hat man A, =+¢, = 70 und weiter 0? = , 0,/(A s,) = 0,0344, N, = 0. Mit 
0 4; = 0,9274, m = 9,07 ergibt sich Cy, = 11,13, Sy. = 14,33. Die Gl. (19) bis (21) liefern 
M, = —3,93, Ny = —1,275, M, = —0,915 und aus (18) folgt A, = 62,7. Der Verlauf der Tem- 
peraturen 4, f, in J,, J, ist also nach (16), (17) 


t, = 70 — 3,93 Cos 0, ¥ — 1,275 Sino, %, t = 62,7 —0,915 x. 


Die mittleren Temperaturen sind t,, = 64,9, tp, = 58,2 (Bild 10b). 
Fiir das Warmequellen-Netz (Bild 10c) hat man nach (22) 7,, = 25,4. Der Ausdruck (23) 
vereinfacht sich hier zu 
1 


C, ae 1 1 1 _ & 
Sy a | & ho Sy] Cy + Sy MAIN, 2A sy 


Ora, 


As, 04 


und ergibt 7,. = 28,96. Der Ausdruck (24) ist hier einfach 7,, = /,/2 4s, = 19,6. (Der Abschnitt 
1, konnte auch als reiner Warmewiderstand behandelt werden.) Die beiden Oberflachenwider- 
stande sind 7, = 1/s, 0, = 102,2, 7, = 1/s, 9, = 200. Die Lésung dieser einfachen Anordnung 
ergibt t,) = 66,0 und #,, = 64,8 in Ubereinstimmung mit der eindimensionalen Lésung. In den 
Luftspalt geht der WarmefluB ¢, = (¢,9—1#,)/7, = 0,352 W ab, der Rest g,, = 0,4—0,352 = 0,048 W 
geht in den Zahn iiber. 

Zum Vergleich ist in Bild 10b die Temperaturverteilung #,, ¢, eingezeichnet, die sich ohne Be- 
riicksichtigung der Oberflachenverluste, also mit z, = 0, t, = 30 ergeben wiirde. Die Oberfla- 
chenverluste erhéhen betrachtlich die Zahntemperatur und besonders die Temperatur der Zahn- 
kopfoberflache. Sie kénnen infolgedessen die Warmestré6mung im Luftspalt tief beeinflussen und 
die Lauferkiihlung ungiinstig beeintrachtigen. Diese aus der Praxis gut bekannte Tatsache (vgl. 
z. B. [6] S. 128) kann, wie gezeigt, mit Hilfe des Warmequellen-Netzes bewiesen, erklart und der 
Berechnung zuganglich gemacht werden. 


Zusammenfassung 


Es werden zwei Erganzungen zur Warmequellen-Netzmethode fiir die stationare Erwar- 
mungs-Berechnung elektrischer Maschinen angegeben. — 1. In einigen Fallen kann schon wahrend 
des Entwurfs des Netzes eine Elimination einiger Quellen vorgenommen werden, die darin be- 
steht, daB man die Ergiebigkeit von einer oder zwei benachbarten Quellen erhéht und bestimmte 
Abkiithlungs-Warmewiderstande zufiigt. Der Grad der Determinante des Gleichungssystems 
kann dadurch in voraus erniedrigt werden. — 2. Um die Oberflachenverluste zu beriicksichtigen, 
welche an einigen Warmequellen des Netzes entstehen kénnen, wird auf Grund der eindimen- 
sionalen Losung der Warmestrémung eine einfache Regel abgeleitet: mit Hilfe einer erhohten 
Umgebungstemperatur kénnen solche Oberflachenverluste in die Rechnung eingefithrt werden. 
Im Warmequellen-Netz erscheinen dann gewisse innere Warmewiderstande, deren Berechnung 
fiir den Fall eines Stabes angegeben wird. Als Beispiel wird die Temperaturverteilung und die 
Warmestr6mung im Lauferzahn einer Drehstrommaschine mit Beriicksichtigung der Oberfla- 
chenverluste berechnet. 
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Einleitung 


Die von R. M. Foster begriindete und insbesondere von W. CAUER, S. DARLINGTON, E. A. 
GUILLEMIN und H. Prtory entwickelte Netzwerksynthese beschaftigt sich mit der Auffindung 
von linearen Wechselstromschaltungen vorgeschriebener Frequenzabhangigkeit. Innerhalb 
dieser Theorie besitzt naturgemaB die Frage nach Koeffizientenbedingungen fiir rationale Funk- 
tionen F'(p) des komplexen Frequenzparameters p = jw, die nach einem der bekannten Synthese- 
verfahren realisiert werden kénnen, grundlegende Bedeutung. W. CAUER [1] hat bereits in seiner 
klassischen Dissertation einen Ansatz zur Lésung dieser Frage gegeben, und bis in die jiingste 
Zeit sind ihr zahlreiche Untersuchungen gewidmet worden. 


In der vorliegenden Arbeit werden neue Beitrage zu dieser Frage geliefert, und es wird ins- 
besondere das Problem fiir die technisch besonders wichtige Klasse der Verlustfunktionen voll- 
standig gelést. 


Rekursive Verfahren, mit deren Hilfe stets gepriift werden kann, ob sich eine vorgegebene 
rationale Funktion F(p) als Frequenzcharakteristik eines Zweipols realisieren lat, sind bekannt: 
E. A. GUILLEMIN [2] hat z. B. im AnschluB an eine von O. BRUNE [3] stammende Charakteri- 
sierung der realisierbaren rationalen Funktionen F(p) ein solches Verfahren angegeben; es hat 
jedoch den Nachteil, daB unter Umstanden die Nullstellen eines bestimmten Polynoms (zumin- 
dest naherungsweise) berechnet werden miissen (vgl. Abschnitte I. und I1.). 


Diese Schwierigkeit laBt sich aber, wie WEINBERG und SLEPIAN [4] bemerkt haben, ganz ver- 
meiden, wenn man an Stelle der BRuNEbedingungen ein Kriterium von H. PiLory [5] zum Aus- 
gangspunkt des Verfahrens macht; letzteres ist also fiir unseren Zweck mehr geeignet als die von 


GUILLEMIN und anderen Autoren [6], [7] benutzten BruNEbedingungen (vgl. Abschnitte III. 
und IV.,). 


Eine andere, offenbar wesentlich tiefer gehende Frage aber ist, ob die realisierbaren rationalen 
Funktionen vielleicht durch endlich viele explizite Determinantenbedingungen charakterisiert 
werden kénnen, wie das z. B. bei gewissen speziellen Unterklassen von realisierbaren Funktionen 


der Fall ist [8], [9], [10], [11]. 


Wie H. Konic [12] kiirzlich gezeigt hat, ist es nicht méglich, die Impedanzfunktionen von 
Zweipolen durch das gleichzeitige Bestehen von endlich vielen algebraischen Gleichungen oder 
Ungleichungen zwischen den Koeffizienten von F(p) zu charakterisieren. Betrachtet man dagegen 
allgemeine Zweipole, bei denen in Reihe mit jeder Induktivitat und parallel zu jedem Kondensator 
ein Ohmscher Widerstand geschaltet ist, so wie es den praktisch stets auftretenden Verlusten 
entspricht, so kénnen die Impedanzfunktionen dieser Verlustzweipole, die auch als Verlustfunk- 
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tionen bezeichnet werden, in einfacher Weise durch Determinantenbedingungen fiir ihre Koeffi- 
zienten charakterisiert werden. Das Problem wird also lésbar, wenn die Annahme verlustfreier 
Elemente aufgegeben und der in der physikalischen Wirklichkeit allein auftretende Fall verlust- 
behafteter Gheder zu Grunde gelegt wird (vgl. Abschnitt V.). 


Wir werden auBerdem zeigen, daB unsere Determinantenbedingungen fiir Verlustfunktionen 
sich auch noch auf alle Impedanzfunktionen von Zweipolen anwenden lassen, die gleich der Summe 
aus einer Verlust- und einer Reaktanzfunktion sind. Hierbei stiitzen wir uns auf einen kiirzlich 
von H. CREMER und F. H. Errertz [13] mitgeteilten Satz (vgl. Abschnitt VI.). 


Dieser Satz fiihrt schlieBlich noch zu einer Determinantendarstellung des gréBten gemein- 
samen Teilers eines Polynoms und seiner Ableitung, mit deren Hilfe ein allgemein anwendbares 
Verfahren fiir Impedanzfunktionen von Zweipolen angegeben wird, welches allein die Berechnung 
von (fiir jeden Einzelschritt explizit gegebenen) Determinanten erfordert (vgl. Abschnitt VII.). 


A. H. ZEMANIAN hat bereits in einer kiirzlich erschienenen Arbeit [14] darauf hingewiesen, 
daB die Priifung der Realisierbarkeit von Impedanzfunktionen vereinfacht werden kann, indem 
man die SturMsche Kette durch eine bestimmte Determinantenfolge ersetzt. 


Die angegeben Verfahren werden an Hand von Beispielen erlautert und die zugehdérigen Be- 
weise nur angedeutet. 


I. Die Brunesche Charakterisierung der Impedanzfunktionen 


Wie O. BRUNE [3] zuerst gezeigt hat, lassen sich als Scheinwiderstande bzw. Scheinleitwerte 
von Zweipolen (mit endlich vielen Schaltelementen) solche und nur solche rationale Funktionen 
F(p) realisieren, die 

a) fiir reelle # reell, 

b) fir Re # > o regular (im Komplexen differenzierbar) sind und 

c) fir Re f > 0 positiven Realteil besitzen. 

Solche Funktionen bezeichnet man kurz als ,,positiv reelle‘‘ rationale Funktionen (abgek. 
»p.r. Funktionen“). Diese Funktionen kénnen nun weiterhin nach BRUNE [3] allein durch die 


Forderung der Regularitat fiir Re > o und durch ihr Verhalten auf der imaginaren jw-Achse 
in der folgenden Weise charakterisiert werden: 


Satz 1.: Eine nichtkonstante rationale Funktion F(p) der Form 


C(b) 
JEG DY == 
@) = 2) 
mut C(p) CO Le ap en pores ai oe St Cy» +0, (1) 
und A(p) =a p" +a, p%-'+---+4, +0, 


Max (m, ) = 1, ¢,, a, reell, 


ist dann und nur dann eine p. r. Funktion, wenn sie 


A. in der offenen rechten Halbebene analytisch ist und auf der imaginaren Achse einschlieb- 
lich des unendlich fernen Punktes héchstens einfache Pole hat; 


B. die Residuen in diesen Polen positiv reell sind; und wenn 
C. der Realteil von F(f) auf der imaginaren Achse (in allen Punkten, in denen F’(p) regular 


ist,) nicht negativ wird. 


Verschwindet der Realteil von F(f) auf der imaginéren Achse identisch, so nennt man /(f) 
eine Reaktanzfunktion. 
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Il. Das Verfahren von E. A. Guillemin [2] zur Priifung der Brunebedingungen 


Beriicksichtigt man, da8 das Polynom A(f) dann und nur dann lauter Nullstellen mit nega- 
tivem Realteil oder einfache Nullstellen auf der imaginaéren Achse besitzt, wenn der Quotient 
aus dem geraden Teil G(p) und dem ungeraden Teil U(p) von A(p) eine Reaktanzfunktion ist 
und der gréBte gemeinsame Teiler von U(p) und G(p) nur einfache rein imaginare Nullstellen 
hat, so kann die Giiltigkeit der BRuNEbedingung A. z. B. mit Hilfe einer bekannten Kettenbruch- 
entwicklung fiir Reaktanzfunktionen [15] sowie des SturMschen Satzes [16] stets nachgepriift 
werden. 

Ob weiterhin die BRuNEbedingung C. erfiillt ist, 148t sich ebenfalls immer mit Hilfe des 
StuRMschen Satzes und des Euxiipschen Algorithmus [17] entscheiden. Wir werden hierauf im 
iibernachsten Abschnitt noch genauer eingehen, da GUILLEMIN den allgemeinsten Fall, d.h. 
den Fall, da8 F(f) auf der imaginaren Achse Nullstellen des Realteils oder Pole besitzt, nur 
andeutungsweise behandelt, bzw. an einem Beispiel erlautert. 


Einen besonders groBen Rechenaufwand kann aber die Priifung der BRuNEbedingung B. 
erfordern, da zwar wegen A. und C. die Residuen der Pole auf der imaginaéren Achse nur reell 
sein kénnen, eine Aussage tiber ihre Vorzeichen jedoch offenbar nur gemacht werden kann, 
wenn die rein imaginaren Nullstellen des Polynoms A (f) zumindest naherungsweise bekannt sind. 


III. Die Pilotybedingungen fiir Impedanzfunktionen [5] 


Satz 2.: Eine rationale Funktion F'(p) der Form (1) mit teilerfremdem Zahler und Nenner ist 
dann und nur dann eine p. r. Funktion, wenn 
A. C(p) + A(f) = H(p) ein Hurwirzpolynom ist, und wenn 
B. C(t) A (—7t) + C(— it) A(vt) > 0 ist fiir alle reellen ¢ mit —cw <i<++o. 


Als Hurwitzpolynom bezeichnet man ein Polynom, dessen simtliche Nullstellen negative 
Realteile besitzen. 


IV. Ein neues Verfahren zur Priifung der Pilotybedingungen 
fir Impedanzfunktionen 


Die Giiltigkeit der PiLtorybedingungen kann nachgepriift werden, ohne daB algebraische Glei- 
chungen aufgelést werden miissen; denn ein eventuell vorhandener gemeinsamer Teiler des 
Zahlers und des Nenners von F'(f) kann bekanntlich mit Hilfe des Eukiipschen Algorithmus [17] 
bestimmt und sodann herausgektirzt werden. Fiir Hurwitzpolynome gibt es weiterhin sowohl 
explizite Determinantenbedingungen [18] als auch verschiedene rekursive Verfahren [19], [20], 
und die Frage, ob es sich bei 


C(t) A(—7t) + C(—718) Ait) = P(P) } 


um ein nichtnegatives Polynom handelt, kann z. B. unter Benutzung des folgenden einfachen 
Kriterlums beantwortet werden: 


Hilfssatz 1.: Ein nichtkonstantes gerades Polynom P(é) der Form 


PP) = hh" +h"? +---+k, (1 >0) mit k+o und k, +0? (2) 


1 Es handelt sich hier um ein gerades Polynom in f, da der Ausdruck sich nicht andert, wenn man ¢ durch 
HARI W AC, “4 

* Diese Voraussetzung bedeutet keine wesentliche Einschrankung, da es auf Faktoren der Form {27 nicht 
ankommt. 
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nimmt dann und nur dann fiir kein reelles ¢ einen negativen Wert an, wenn die Koeffizienten ky 
und k, positiv sind, und in der Polynomkette 


DME) = BO) DV) ee DIP), 


in welcher D;, ,(é) jeweils den gréBten gemeinsamen Teiler von D,(é) und dD,(i?)/dt bedeutet 
und in der D,(#) das erste Polynom ist, das keine reellen Nullstellen mehr besitzt, 
a) der Index / gerade ist und 
b) die Paare 
Dy(?), Dil); Dt), Da(®);.-. ; Dia(#), Dial) 


gleich viele voneinander verschiedene reelle Nullstellen besitzen, 


Da der Euxtibsche Algorithmus den gré8ten gemeinsamen Teiler zweier Polynome liefert, 
und mit Hilfe des Sturmschen Satzes stets die Anzahl der in einem vorgegebenen Intervall lie- 
genden voneinander verschiedenen reellen Nullstellen eines Polynoms festgestellt werden kann, 
14Bt sich also auch die Giiltigkeit der Pilotybedingung B. in jedem Falle in endlich vielen Schritten 
nachpriifen, ohne dab algebraische Gleichungen aufgelést werden miissen. 


Der Eux.ibDsche Algorithmus und der SturMsche Satz kénnen hierbei, wie im Abschnitt VII. 
gezeigt werden wird, auch durch ein entsprechendes Determinantenverfahren ersetzt werden. 


Zusammenfassend kann also gesagt werden, dab bei der praktischen Untersuchung der Reali- 
sierbarkeit einer Funktion F(f) als Frequenzcharakteristik eines Zweipols die PILoT ybedingungen 
wegen des im allgemeinen erheblich geringeren Rechenaufwandes, den ihre Priifung erfordert, 
gegentiber den BRUNEbedingungen vorzuziehen sind. 


V. Determinantenbedingungen fiir Verlustfunktionen 
Nach Nat-Ta MING [21] ist eine beliebig vorgegebene rationale Funktion F(/) dann und 
nur dann eine Verlustfunktion, wenn sie 
a) fiir reelle # reell ist, 
b) in der abgeschlossenen rechten Halbebene Re # > 0 regular ist gegebenenfalls mit Aus- 
nahme des unendlich fernen Punktes, wo ein einfacher Pol erlaubt ist, 
und wenn 


c) der Realteil von F(p) auf der imaginaren Achse iiberall gréBer als Null ist, es sei denn, 
daB im Unendlichen eine einfache Nullstelle liegt; im letzteren Fall muB Re 1/F(#) fiir 6 — co 
einen positiven Grenzwert besitzen. 


Macht man nun aber fiir F(p) die folgenden drei Voraussetzungen: 
1. Der Zahler und der Nenner von 


C( ) C (YE ae (a terre te 
NO ae oa ome gs 
A(p) My p™ + a, p* ++ + ty 
seien teilerfremde Polynome mit reellen Koeffizienten, 


2. Cy und a seien groBer als Null 4, und 
3. der Grad des Zahlers unterscheide sich héchstens um eins vom Grad des Nenners, wobei 
im Falle m =: m auBerdem noch die Determinante 


Ay ay 


Co Cy | 


3 DaB die Polynome D,(t?) samtlich gerade sind, folgt unmittelbar aus der Voraussetzung ky == 0. Wegen 
dieser Voraussetzung ist auBerdem auch fiir jedes D,(¢?) das konstante Glied von Null verschieden. 

4 Diese Voraussetzung darf gemacht werden, da bei einer p. r. Funktion mit teilerfremdem Zahler und 
Nenner alle von Null verschiedenen Koeffizienten das gleiche Vorzeichen haben (vgl. hierzu z. B. [8], 
S130). 
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fiir m =n + 1 positiv und fiir = m — 1 negativ sei, so kann man die oben angegebenen Be- 
dingungen von MING ersetzen durch: 


Hilfssatz 2.: Eine rationale Funktion F(f), welche die Voraussetzungen 1. — 3. erfiillt, 
ist dann und nur dann eine Verlustfunktion, wenn 


A. der Nenner A(f) ein HuRwitTzpolynom darstellt, 
und wenn 


B. A(it) C(—it) + A(—7#) C(¢2) > 0 ist fiir alle reellen ¢ mit —coo <t< +o. 


Da nun aber mit Hilfe der Theorie der quadratischen Formen explizite Determinanten- 
bedingungen fiir positiv definite Polynome aufgestellt werden kénnen und derartige Bedingungen 


fiir HURwITzpolynome bekannt sind, ergibt sich das folgende Koeffizientenkriterium fiir Verlust- 
funktionen: 


Satz 3.: Eine rationale Funktion F(f), welche die Voraussetzungen 1.—3. erfiillt, ist dann 
und nur dann eine Verlustfunktion, wenn 


A. die Hurwitrzdeterminanten 


| 
ly Ue Beta Aen 
ag as PEN ee 
a as | Omdide ste noaune 
Dita Gi Dy Ne ee ee saiaees poop Dy NG = 0, tins 
Ag Qs | O My Ag..-+.-s. | 
She AE | 
ntter oti cemeueuemehemens Qa) 


samtlich positiv sind, und wenn (fiir Min (m, n) > 1) 


B. in den beiden aus den Hauptunterdeterminanten T, der 2 n’-reihigen Matrix 


fee (n'—1)k, (n’—2)k,...2Ry_, 1Ry_, 0 0 Oia eae 
Ro its Ro tiectuatees ae, k, ) O ) 
) nh hy (it lt) ky eh 2 ae ) O ) 
O ko ky Res | Dia ee | a. Ry? @) Aa) 
0 O n' ko Aki cag ieee ay en ss The 0) O 
O O ee Racy [Pron ioe | yee EWA 
0 0 0 0 n' ko (wn —1)k, (n'—2)k, (n’—3)ky 
Oo o) ) fo) ko ky Ry ky * 


gebildeten Determinantenketten 


2n—1 (3a) 


und 
ee a Be oP ies 18 ; (3b) 


die Differenz zwischen der Anzahl der Vorzeichenfolgen und der Anzahl der Vorzeichenwechsel 
gleich groB ist. Hierbei bedeuten die k, die Koeffizienten des Polynoms 


1 


PO) == (46) CET) PAG) 


‘ 


a RP ON Fd 5 f2n’—2 
yt! + hye" 
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und fiir die Abzahlung der Vorzeichenfolgen bzw. Vorzeichenwechsel gilt die Regel: 


a) Sind in der Kette (3a) oder (3b) von einem bestimmten T, an alle weiteren Determinanten 
Null, so brauchen diese bei der Abzahlung nicht beriicksichtigt zu werden. 


b) Verschwindet zwischen zwei von Null verschiedenen Determinanten 7, und J, der 
Kette (3a) bzw. (3b) eine ungerade Anzahl von Determinanten, so hat man den Zeichenwechsel 
oder die Zeichenfolge zwischen T, und T, nicht mitzuzahlen. 


Verschwindet zwischen zwei von Null verschiedenen Determinanten T,, und T, eine gerade 
Anzahl von Determinanten, so hat man, 


falls es 4m (m = 0,1, 2,...) sind, eine Zeichenfolge zwischen 7, und T, als Folge und einen 
Zeichenwechsel als Wechsel zu zahlen, 


falls es 4m + 2(m = 0, 1, 2,...) sind, eine Zeichenfolge zwischen T, und T, als Wechsel und 
einen Zeichenwechsel zwischen T, und T, als Folge zu zahlen. 


Wir wenden die Determinantenbedingungen des Satzes 3. auf das Beispiel 


Po See el Pe at 
F(p) — | = | a | aes 
CEI ge OP Pap ae A 


an, welches von E. A. GUILLEMIN [2] stammt und von diesem zur Erlauterung des im Abschnitt IT. 
von uns beschriebenen rekursiven Verfahrens durchgerechnet wird. 


Zu A.: 


Dy=7, D, = 


D,= 


he Tea FSS 
[ae ee oe pY OS 
aA KF O 
EO OS 


Die Bedingung A. ist also erfiillt. 


Zur Priifung des Hurwitzcharakters von A(f) ist noch zu bemerken, daB man mit geringerem 
Rechenaufwand auskommt, wenn man einen Satz von L. CREMER [22] beriticksichtigt, wonach 
ein Polynom mit positiven Koeffizienten dann und nur dann ein HuRwITZpolynom ist, wenn 
die Hurwitzdeterminanten gerader (oder auch die ungerader) Ordnung positiv sind. Die Voraus- 
setzung positiver Koeffizienten bedeutet dabei keine wesentliche Einschrankung, da, wie aus der 
Faktorzerlegung eines reellen HuRwiTzpolynoms unmittelbar zu ersehen ist, alle Koeffizienten 
eines solchen von Null verschieden sind und das gleiche Vorzeichen haben. 


Die zu berechnenden HurwitTzdeterminanten kénnen auBerdem noch, wie F. H. EFFERTZ [23] 
gezeigt hat, durch geeignete Determinanten niedrigeren Grades ersetzt werden, womit eine 
weitere Moglichkeit zur Verringerung des erforderlichen Rechenaufwandes gegeben ist. Fiir das 
vorliegende Beispiel lauten z.B. die zu berechnenden Determinanten: 


| 
a, a Gx 
aaa Ueber 3 "0 
Cpe Dir yy = 7. CO, Sa Gee 


| ? 
}43 4g ag dy— Ag ay | 


Zu B. Es ist P(#?) = & + 117— 74+ 22+ 1. Die Determinante T, = Tg, wird durch 
geeignete Linearkombinationen von Zeilen soweit auf dieDiagonalform gebracht, daB die 


200 
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Werte von T,,..., Is; unmittelbar abzulesen sind, und die Vorzeichen von T, und T, = T, 
durch Abschitzung leicht ermittelt werden kénnen. Man erhalt: 


sn T, = + 4; Sen'7, = 1 sen = en 


! 
| 


sen T= — 1, seni] gs "1 sen 2 cons, 


und somit die mit (3a) und (3b) gleichwertigen Vorzeichenketten : 


und 


fiir beide ist die Differenz zwischen der Anzahl der Vorzeichenfolgen und der Anzahl der Vor- 
zeichenwechsel gleich zwei, die Bedingung B. des Satzes 3. ist also erfiillt. Da auBerdem auch die 
Giiltigkeit der HuRwitTzbedingungen A. festgestellt wurde, ist damit gezeigt, daB F(f) zur Klasse 
der Verlustfunktionen gehort. 


VI. Koeffizientenbedingungen fiir verallSemeinerte Verlustfunktionen 


Eine Méglichkeit, die im vorigen Abschnitt aufgestellten Bedingungen fiir Verlustfunktionen 
auch noch in dem allgemeineren Falle anwenden zu kénnen, daB (pf), welches in der Form (1) 
mit teilerfremdem Zahler und Nenner vorgegeben sei, gleich der Summe aus einer Verlust- und 
einer Reaktanzfunktion ist, ergibt sich durch den folgenden Satz von H. CREMER und F. H. 
EFFERTZ [13]: 


Satz 4.: Das Polynom A(p) = ap” + a, p"—* +--+ + a, (a) > 0, vgl. FuBn. 4) mit reellen 
Koeffizienten hat dann und nur dann 7 (0 <7 < m — 1) symmetrisch zum Nullpunkt liegende 
Nullstellen /,, fy,..., 6, und auBerdem g = 1 —yr Nullstellen mit negativem Realteil, wenn die 
Hurwitzdeterminanten 


Ah faces Asie, 
Ay Ag ..... a, p—2 
Hp a O ay ecu Hem Seno (4) 
ORC CameD OROLO OLOTE SG ap 
fir B = 1,2,.. ,q positiv sind und fir 8 = q+1,..., sdmtlich verschwinden. 


Die 7 symmetrische Nullstellen p, lésen die Gleichung 


aH Ht 2505+) —1—1,n—?FT pie oa fiir 7 <p 2 


1,2,;....%—7r—1,n—r-+t 
ao 
bzw. 
kel 
— i oy *. 
Oy ipa pe =0 Whe 47 == —— a 
‘== 0 


Hierbei bedeutet das Symbol [c] wie iiblich die gré8te ganze Zahl m mit m < c, und unter 


My, Mg,..., Mp 


tak 


Ny, Ng, ++ 2, Np 


. . . . . “ 
wird diejenige Unterdeterminante k-ten Grades der héchsten Hurwitzdeterminante H,, verstan- 
den, welche die Zeilen my, 17g, .. . , m, und die Spalten 1, My,..., , enthalt. 
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Mit Hilfe dieses Satzes kann also zunachst entschieden werden, ob der Nenner A(f) von 
F(p) sich in der Form 


zerlegen 1aBt, wobei A,(p) ein Hurwitzpolynom und A,(f) ein Polynom bedeutet, dessen Null- 
stellen symmetrisch zum Nullpunkt liegen. Da derselbe Satz auch eine explizite Darstellung des 
Polynoms A,(p) liefert, kann F(f) in die Summe aus einer fiir Re f > 0 (einschlieBlich # = oo) 
regularen rationalen Funktion F,(f) und einer rationalen Funktion F,(p) zerlegt werden, deren 
Pole sdmtlich symmetrisch zum Nullpunkt liegen. Hierbei ergeben sich die unbekannten Ko- 
effizienten dieser Zerlegung durch Koeftizientenvergleich als (eindeutige) Lésungen linearer 
Gleichungssysteme. 


Die Funktion F,(f) muB nun aber, wie z.B. unmittelbar aus den BRUNEbedingungen fiir /. 7. 
Funktionen folgt, eine Reaktanzfunktion® sein, was mit Hilfe eines Determinantenkriteriums von 
W. CAUER [8] stets nachgepriift werden kann, wahrend F,(f) die Bedingungen des Satzes 3. fiir 
Verlustfunktionen erfiillen muB, wenn F’(p) zu der von uns betrachteten Klasse von f. 7. Funktio- 
nen gehort. 


* 


VII. Ein neues Determinantenverfahren zur Prifung der Pilotybedingungen 
fiir _Impedanzfunktionen 


Priifen wir die Giiltigkeit der PrLorybedingung A. mit Hilfe des bekannten Hurwirzkrite- 
riums [18], so bendtigen wir, um ein allgemein anwendbares Determinantenverfahren fiir p. 7. 
Funktionen zu erhalten, wegen der PrLotybedingung B. noch ein solches fiir nichtnegative 
(gerade) Polynome. 


Wir gehen zu diesem Zweck von dem Hilfssatz 1. aus und ermitteln die Polynome D,(é*) 
mit Hilfe der folgenden auf Grund von Satz 4. naheliegenden expliziten Determinantendar- 
stellung des groBten gemeinsamen Teilers eines Polynoms P(é) und seiner ersten Ableitung. 


Satz 5.: Ein gerades Polynom P(#) = kh)?" + kh, #"—?2+---+Rh (n> 0, hy +0, k, + 0) 
mit reellen Koeffizienten und seine Ableitung dP(@)/dt besitzen dann und nur dann einen gréBten 
gemeinsamen Teiler D(#) 27-ten Grades (0 <7 < m — 1), wenn die Hauptunterdeterminante 
(2 — 2r — 1)-ten Grades der Matrix 


TG Rg OT) Wea ies, Ry ai On nO. 
Ro feo aah B® legS XO 
@) Of sate ig (n—1)k, ... 0 
fo) Ohi — Rg Rin saree 


von Null verschieden ist und sdmtliche 7 ungeraden Hauptunterdeterminanten héheren Grades 
verschwinden. Fiir D(é) gilt die Darstellung: 


wobei unter 
My, Mg, +++ Mp 


Ny, Na,+++, Mp 


5 Damit F,(p) sich nicht als Summe aus einer Reaktanzfunktion und einer Konstanten ergibt, muB (unter 
Beriicksichtigung des oben angegebenen Kriteriums von CAveER) der Zahler von F,(p) als gerades oder ungerades 
Polynom angesetzt werden je nachdem, ob der Nenner 49(P) ungerade oder gerade ist. 
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diejenige Unterdeterminante k-ten Grades der Matrix (5) verstanden wird, welche die Zeilen 
My, My,..., mM, und die Spalten 14, %, ... , My enthalt.® 

Ein stets anwendbares Determinantenverfahren fiir #. 7. Funktionen ist damit gegeben, 
wenn man noch die folgende Verallgemeinerung desim Abschnitt V. benutzten Determinanten- 
kriteriums fiir postiv definite Polynome beriicksichtigt. 


Satz 6.: Zur Bestimmung der Anzahl der voneinander verschiedenen reellen Nullstellen eines 
Polynoms P(é) von der Form (2) bilde man aus den Hauptunterdeterminanten T; der zu P(#) ge- 
horigen Matrix (5) die beiden Determinantenketten 


bi Dt Toot o Lag nO: RT 


Ist die Differenz zwischen der Anzahl der Vorzeichenfolgen und der Anzahl der Vorzeichen- 
wechsel fiir die erste Kette gleich Z, und fiir die zweite gleich Z,, so besitzt P(#) genau Z, — Z, 
voneinander verschiedene reelle Nullstellen. Fiir die Abzaihlung der Vorzeichenfolgen und Vor- 
zeichenwechsel gilt hierbei die im Satz 3. unter Bedingung B. angegebene Regel. 


Beispiel zu dem im Abschnitt VII. behandelten Determinantenverfahren fiir Impedanzfunk- 
tionen. 


Wir erlautern unser allgemeines Determinantenverfahren fiir #. 7. Funktionen an Hand des 
Beispiels 
PP EAD HBP t3 


F 


1. Priifung der PiLoTybedingung A. mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums. 


Alp) ep C(p) == 2 pi, 6 BaP eS 
65 0 
=>0, Diy ash 274 Oe On Oe 
065 


6 
BP OSS Or, Die a 


“ 


Die PiLotybedingung A. ist also erfiillt. 


2. Priifung der Prtorybedingung B. mit Hilfe des im Abschnitt VII. angegebenen Determinan- 
tenverfahrens fiir nichtnegative Polynome. 


Do?) = P#) = 1/2 (C@d) A(— it) + Ci id) AV )) = 64+ 44-117 +6; 


(P(#) ist von der Form (2).) 


(3 oo ag ro) ro) =) 
1 4 —11 6 OO 
Ope 8° 11 © © 
COE Oren 4 ett Curie 
Oo oO 3 8 —11 0 
oe) 1 4. —11 6) 
Y,=3, =4, 7,=08, sgnt,=—15 i=, a 


DF) D8 PE Le = 08 f on 


D,(#) = const. 


SB ahnlicher Satz fiir zwei beliebige Polynome P,(¢) und P,(t), dessen bloBe Anwendung auf den von uns 
behandelten Sonderfall P,(t) = P(t?), Pa(t) = dP(t?)/dé jedoch zu einem praktisch weniger brauchbaren Er- 
gebnis fiihrt, steht in [24], S. 205. 


. 
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Zu D,(i?) gehoren die folgenden den Determinantenketten des Satzes 6. entsprechenden 
Vorzeichenketten: 


is i Ge Teuavel %  Skwaly S 


Es ist also fitr Do(é?) 


Man 


Bip ga BR ei) MO 
kann unmittelbar ablesen, dab fiir D,(é) ebenfalls 


Zn 


ist. Da auBerdem D,(2) identisch gleich einer Konstanten ist, erfiillt F(p) also neben der Pitory- 
bedingung A. auch die Prtorybedingung B. und gehért damit zur Klasse der p. 7. Funktionen. 


Zur praktischen Durchfiihrung der Rechnung ist noch folgendes zu bemerken: Steht im Nenner 
(Zahler) der vorgegebenen rationalen Funktion F(f) kein HURWITZpolynom, so kann man, anstatt 
sofort mit der Priifung der PrLorybedingungen zu beginnen, zunachst mit Hilfe von Satz 4. 


F(p) 


(1/F*()*) in eine fiir Re £ >o regulare p. 7. Funktion F,(f) und eine Reaktanzfunktion 


F,(p) zerlegen und gegebenenfalls in derselben Weise auch mit 1/F,(p) verfahren. Die zu be- 
rechnenden Determinanten sind dann u. U. von bedeutend niedrigerem Grade als diejenigen, 
die sich bei einer (direkten) Anwendung unseres Determinantenverfahrens auf F’'(f) selbst ergeben. 
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